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UN MODÈLE MATHÉMATIQUE 
DE MOBILITÉ SOCIALE 

1) Introduction 
Jusqu'à présent des problèmes sociaux, et spécialement de mobilité 

sociale, ont été rarement étudiés à l'aide de modèles mathématiques. 
Or, ces derniers ne permettent pas seulement de figurer le processus 

social, ils introduisent aussi à des solutions — « optimales » dans un 
certain sens — de ces problèmes. 

L'outil proposé dans cette étude est le processus markovien non 
stationnaire combiné avec la programmation dynamique quadratique ; 
des solutions approchées sont présentées1. 

Le modèle est assez simple pour permettre une implementation em­
pirique, et aide à l'orientation d'une série importante de décisions de 
politique sociale. 

2.) Le modèle 
2.1 Supposons que la société puisse être divisée en trois groupes : 
une classe pauvre socialement peu mobile (Px)9 une classe pauvre rela­
tivement plus mobile (P2) et la classe aisée (PJ. P1 et P2 sont différents, 
en ce sens que la transition de la première à la seconde catégorie est 
particulièrement faible. 

Le processus dynamique qui opère dans cette société peut être 
représenté par le processus markovien non stationnaire suivant : 

( i ) 
*r l - a 0 0 Pi a* pi 
Pi+2 = a 1 - P 0 Pi + FP\ 
pi+a 0 P 1 pi y*Pt 

ou en écriture matricielle comme : 
[pt+1] = [A] [P<] + [â] [P*] (2) 

1. Cf. : R. Howard, Dynamic Programming and Markov Chains, MIT Press, Cam­
bridge, I960. 
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Le cofficient a est probablement très petit, comme indiqué ci-dessus ; 
d'autre part, a*, P* et y* sont les taux de croissance exogènes dans chaque 
classe. 

Si ces derniers étaient absents, le processus convergerait vers une 
seule classe P3, la solution du système étant : 

p o o = A
0 0 p 0 

et comme 1 est la racine propre dominante, on a ' 

(3) 

0 0 0 
0 0 0 
1 1 1 

Par ailleurs, si a = 0, on obtiendrait : 

A~ = 
1 0 o 
0 0 0 
0 1 1 

avec le résultat évident que les gens ne quitteraient pas la classe Pv 

2.2. Les solutions du processus non stationnaîre sont les suivantes. 
Etant donné que les valeurs propres du système élargi sont : 

V = l + a * - a 
l2 = l + p* - p 

on obtient comme solution pour les classes de population 3 

Pt=kPl 
Pl=KPl + * (K-k) -1 (K-K) Pi 

Pt=KPÎ + V (k-h) -1 (K-K) Pl + *mh-\) (k~k) 
(k -k)] ~x [{k-k) k - (^-M K+ (^3-M M] P\ (6) 

(4) 

(5) 

2. Rappelons que : 
A* = al + bK + cA* 
où a, b, et c sont les solutions du système 

1 h II a Aîl 
1 A2 A2 b = ïl\ 
1 A3 As c ti\ 

A, , X et \ étant les valeurs propres de A. 
3. Les développements algébriques complets, assez longs, ne sont pas reproduits ici. 
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Le résultat le plus intéressant pour notre propos est l'équation (5) , 
qui est la seule que nous commenterons. 

On peut vérifier que : 
ap\/«kx > 0, V t > 1 ; 

si des politiques sociales affectant a* et a sont supposées être également 
coûteuses, et si l'action sur les deux paramètres est considérée comme 
indifférente, l'action sur a accroît p° d'un montant : 

P°(K-K)/(\-K) 
ce qui est dû à la présence du facteur a dans (5) ; la décroissance due à 
la diminution de a* se reflète dans la croissance de P* et Y* (car la 
croissance globale de p = px + p2 + pz est donnée de façon exogène). 
Ceci sera pris en considération dans une discussion ultérieure. 

3) Optimisation du modèle 
3.1 Les programmes sociaux ont des coûts. Un exercice utile consiste 
à comparer les coûts de transferts purs (n'influençant ni a* ni a) et 
des programmes éducatifs (influençant a*). 

Dans le premier cas nous avons un coût cumulé escompté (facteur 
d'escompte: p). 

/

oo 

(KrlP) Ht = - log (ViP) Po 
0 

où r1 est le facteur de croissance d'un transfert unitaire ; nous supposons 
que l'intégrale converge. 

Le second programme coûterait : 

C^pjt*c*\[{\-*)rxPydt 
0 

= - l o g [ ( 1 - a K p ] a*c?p0 

où cf est le coût unitaire relatif de ce programme, et où nous suppo­
sons que le taux de croissance est le même. 

Les quantités à comparer sont finalement : 

log ( V i P ) | a * ci l oS [ ( ! - a ) rj>] 

Pour a* = 0.1 ; a = 0.05 ; rx = 1.02 ; p = 0.9, on calcule pour <r* 
une valeur d'« équivalence » de 2.6. 

Aussi longtemps que les coûts d'éducation par personne sont plus 
bas que les coûts de transfert par personne, corrigés pour le rapport qui 
vient d'être calculé, une politique de type 2 est la « meilleure » avec 
le critère de décision utilisé. De plus, comme une partie de ces personnes 
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vont directement rejoindre la classe p3 et si cet argument entre égale­
ment dans la fonction de décision, le programme « éducatif » pèsera 
encore plus lourd. 

3.2. Des solutions opérationnelles complètes, utilisant la programma­
tion dynamique 4, peuvent également être obtenues ; ce problème sera 
détaillé ci-dessous. 

Il est possible de formuler le problème comme un problème de 
programmation à l'intérieur de chaînes de Markov infinies avec gains 
escomptés. 

Supposons que les populations de l'année t sont p[, pi, avec une 
matrice de transition 

A = 
1 + a* - a 

a 
0 

0 
1+P*-P 

P 

0 
0 

1 + Y* 
(7) 

Supposons également que les revenus moyens de ces groupes sont 
RI, RI et RI respectivement, et qu'ils croissent à des taux 0, r2 et r3 ; 
si le taux d'escompte est p, nous pouvons écrire : 

( l + a * - a ) ( 1 - p ) 
a ( l - / o ) ( l + p * _ P ) ( l + r 2 - p ) 

P ( l + r , - p ) 

PJtl 
t + 1 

P2R2 = 
^V^S 0 

(1+Y*) (1+U-P 

PtRt 

P2R2 

P,R, 

(8) 

Utilisant la transformée Z, ou la matrice inverse ( 1 — A*) ~\ où 
A* est la matrice de transition du système (8), nous calculons la matrice 
des gains escomptés infinis : 

(9) 
( 1 - X J - 1 0 

a(i-p) [(i-K) (î-xjra-Ar1 

ap ( l - / o ) ( l + f , - / > ) (l + r . - p ) 
( i - M (i-K) (i-\) (\-K) (i-\) 

o 
o 

4. R. Howard, I960. 
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où l19 \29 et X8 sont les éléments diagonaux de A*. Si la matrice R est 
postmultipliée par le vecteur colonne des gains attendus, Ton obtient 
les gains attendus du processus sur une durée infinie. 

Le vecteur des gains attendus est 

W P A ) + Œ ( i - P ) » . (* .* . ) 
\wg(p2R2) + P (l+r2-p)ws(psR3) 

h^s(PsRs) 

où les wi sont les poids attachés aux revenus des gens de la classe pv 
3.3. La programmation dynamique est particulièrement simple dans 
ce cas, comme le processus est supposé être complètement récursif (ma­
trice A triangulaire). 

Aucune politique n'est disponible pour pS9 donc ce processus est tou­
jours optimal. Des actions optimales peuvent être choisies afin de réduire 
(3* ou d'accroître (3 (processus pour p2) ; cette politique optimale n'af­
fecte pas le processus p2 ; pour ce processus l'optimalité des transferts 
non productifs, c'est-à-dire d'une réduction de a* ou d'un accroisse­
ment de a, peut être étudiée. 

Supposons, par exemple, que le coût unitaire d'une réduction de P* 
peut être exprimé comme : 

k2 = lb 
et le coût d'un accroissement unitaire de (3 comme : 

l2 = lb* 
La fonction-critère à maximiser est alors : 

T = M*2 w2p2R2 + M*3w8(p3R3 - k2bp2 - l2b*p2 

sujet à r = irxa* + TT2(3* + 7r3y* ; 
M% et M% sont les multiplicateurs de gains finals, les ^ les proportions 
des populations de type p^r le taux de croissance démographique général. 
Substituant pour k2 et tj, on obtient un programme quadratique dont le 
Lagrangien est : 

L = Mf2w2p2R2 + MÎPAP^ - Wp2 - %b**p2) 
— X ^ a * + ?r2a* + 7r3y* — r) 

Les conditions nécessaires à l'optimum sont : 
(10) 

dL à d 
~ëb~TbM"{b) ( " ^ ^ +-dfMtt{b'g) {p*R'~Kb*p*~lb*lp*] 

+ M*(b,g) ( _ 2 Ç t y f ) - k r t = 0 
dL d 
— = — M*(b,g) (p2R2-ïb'p2-ïb**p) -lirs = 0 (11) 
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ôB* dy* 
où g est l'accroissement (négatif) dans Y*, d'où -^7- = -r— = — 1 

ob og 
Une expression formelle pour b est donnée par la solution de (10) 

et (11) en termes du b « apparent » B. 

b = y2 

-^M*(b)M*(b,g) rRA lbM%{b'ë) 

MUb,g) M*3(b ,g) W U J M*{b&) {p2)(lj 

TgM*(b,g) Rs 

Mg(b,g) Ç 

si on néglige les termes quadratiques et b et b*. 

Les trois termes de la somme (algébrique) sont négatifs ; on suppose 
que le dernier excède en valeur absolue les deux premiers, afin d'obtenir 
un b admissible (positif). On peut étudier les effets (apparents) des 
termes 

~ M i n ' I ^ H Ti sur le b (wv2*™1)'ces effets 

apparaissant comme étant tout à fait logiques. 

3.4. La solution implicite pour b peut être récrite comme : 

i - * ? W 

X*(l-X*) 

les If étant toujours des fonctions de b ou g, 

i-*f fe*,ï ,Jl_(P*RA 

-m 
Prenant les valeurs suivantes 

r 2 = .04 
p = .10 
B* = .02 
B = .02 
Y*= -02 

r 8 = .04 
w*/w» — -95 

RJl= .20 
RJ%= .50 

pjp2= 1.90 
on obtient pour b la valeur (approchée) de .005. Des solutions à l'exté­
rieur de l'intervalle 0 — P* sont exclues, et doivent être interprétées, soit 

5. M^2 est une fonction de b, M\z une fonction de b et de g. 
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comme l'absence d'intervention de type (3*, soit comme la suppression 
totale de croissance de la classe P2. 

4) Conclusions 
Le modèle proposé est suffisamment simple, général et souple pour 

qu'on prenne la peine d'en estimer les paramètres caractéristiques, et 
d'étudier par là le coût de programmes sociaux « optimaux ». 

Comme toujours, la difficulté majeure est celle d'estimer les para­
mètres représentatifs de l'efficacité marginale des mesures de politique 
sociale proposée. La fonction-critère, elle, soulèvera moins de problèmes, 
car elle est du type coûts-bénéfices classique. 

Jean PAELINGK, 
Netherlands Economie Institute. 


