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DEMANDE DE PORTEFEUILLE
ET POLITIQUE
DE COUVERTURE DE RISQUE
SOUS INFORMATION INCOMPLETE*

Jérome DETEMPLE
Faculty of management
McGill University

RisuME — Dans cet article, nous considérons le probléme de choix de porte-
feuille sous information incompléte lorsque I'investisseur maximise I'utilité de sa
richesse terminale. Le portefeuille optimal est obtenu de maniére explicite en uti-
lisant la formule de représentation d’Ocone et Karatzas (1991) sous changement
équivalent de mesure. Lorsque la richesse terminale découle uniquement de la
politique d’investissement dans les actifs financiers, le portefeuille optimal a deux
composantes : la premiére est un terme d’espérance-variance pur relatif a I'infor-
mation de I'investisseur, la seconde un terme de couverture contre les fluctuations
de I'estimateur de I'espérance de rendement des actifs financiers. Dans le cas du
modeéle gaussien, la demande de couverture est reliée a I'erreur d’estimation. Lors-
que la richesse terminale provient également d'un cash-flow aléatoire en supplé-
ment des fonds générés par la politique d’investissement, nous démontrons que le
portefeuille optimal contient aussi des termes de couverture contre (i) les fluctua-
tions stochastiques dans le taux de croissance du cash-flow terminal et contre (ii)
les révisions dans I'estimateur du taux d’appréciation du cash-flow terminal. Ces
formules généralisent diverses applications considérées dans la littérature. En con-
clusion, nous abordons le probléme d’information asymétrique.

ABSTRACT — Partfolio Demand and Risk Coverage Policy Under Incomplete Information. In
this paper, we consider two portfolio problems when information is incomplete and
the investor wishes to maximize his utility of terminal wealth. Optimal portfolios are
obtained in explicit form by using the Ocone and Karatzas (1991) representation
formula for Wiener functionals under equivalent changes of measure. When terminal
wealth results only from asset trading policies, the optimal portfolio has two
components : one is a pure mean-variance term relative to the information of the
investor, the other is a hedging component against revisions in the estimate of the
drift of asset prices. For the Gaussian model, the hedging demand is related to the
estimation error. When terminal wealth includes a random terminal cash-flow in ad-
dition to the cash generated by asset trading, we show that the optimal portfolio also
includes hedging components against (i) stochastic fluctuations in the rate of growth
of the terminal cash-flow and against (ii) revisions in the estimated drift of the rate of
growth in the terminal cash-flow. Our formulas generalize diverse applications that
have been considered in the literature. We conclude with a discussion of difficulties
arising in models with asymmetric information.

*  Je tiens a remercier I. Karatzas pour ses commentaires, ainsi que 1. Karatzas et D.
Siegmund pour avoir porté a mon attention les résultats d’équivalence certaine démontrés
par Y. Kuwana (1991).
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INTRODUCTION

Dans cetarticle, nous considérons le probléme de choix de portefeuille
sous information incompléte lorsque I'investisseur maximise I'utilité de sa
richesse terminale. Le portefeuille optimal est obtenu de maniére explicite
en utilisant la formule de représentation d’Ocone et Karatzas (1991) sous
changement équivalent de mesure. Lorsque la richesse terminale découle
uniquement de la politique d’investissement dans les actifs financiers, le
portefeuille optimal a deux composantes : le premier est un terme d’espé-
rance-variance pur relatif a I'information de I'investisseur, le second un
terme de couverture contre les fluctuations de I’estimateur de I’espérance
de rendement des actifs financiers. Dans le cas du modéle gaussien, la
demande de couverture est reliée a I'erreur d’estimation. Lorsque la ri-
chesse terminale contient également un cash-flow aléatoire en supplément
des fonds générés par la politique d’investissement, nous démontrons que
le portefeuille optimal contient également des termes de couverture con-
tre (i) les fluctuations stbchastiques dans le taux de croissance du cash-flow
terminal et contre (ii) les révisions dans I’estimateur du taux d’apprécia-
tion du cash-flow terminal. Ces résultats complémentent ou étendent di-
verses applications considérées dans la littérature; en particulier, Adler et
Detemple (1988), Detemple (1986a, 1986b, 1991), Dothan et Feldman
(1986), Feldman (1989, 1992), Gennotte (1986), Karatzas et Xue (1991),
Ketterer (1986, 1987), Kuwana (1991), Stulz (1984), et Wang (1989a,
1989b).

Les modéles dynamiques a information incompléte ont connu un es-
sor rapide au cours des cinq derniéres années. Les premiers efforts dans ce
domaine se sont concentrés sur une forme particuliére de la structure d’in-
formation : le modéle gaussien. Ces articles ont étudié le programme du
consommateur (Detemple, 1986a), la structure de portefeuille (Gennotte,
1986; Feldman, 1992), les prix d’équilibre des actifs financiers (Dothan et
Feldman, 1986; Feldman, 1989), et le probléme d’équilibre lorsque I'infor-
mation, au départ asymétrique, est soit complétement (Detemple, 1986b),
soit partiellement révélée par les prix des actifs financiers (Wang, 1989a,
1989b). Une extension a un modele d’information basé sur des mélanges
gaussiens a également été étudiée (Detemple, 1991). Plus récemment des
méthodes puissantes de martingale ont été employées a I’étude de problé-
mes sous information incompléte. Les premiers articles dans ce contexte
postulent I’existence d’'une mesure de martingale équivalente et dévelop-
pent une analyse préliminaire de I’équilibre (Ketterer, 1986, 1987). Plus
récemment, le probléme de consommation optimale est résolu de maniére
explicite par Karatzas et Xue (1991) qui identifient les prix d’Arrow-Debreu
implicites dans le marché financier lorsque 'information est incompléte.
Toutefois, cette analyse ne procure pas d’information (outre I'existence)
sur la politique optimale de portefeuille.
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Dans cet article, nous utilisons des résultats récents de représentation
de martingale (Ocone, 1984; Karatzas, Ocone et Li, 1991; Ocone et
Karatzas, 1991) pour analyser la structure du portefeuille optimal dans
deux modéles a information incompléte ol I'investisseur maximise I’ utilité
de sa richesse terminale. Le premier est le probléme du choix de porte-
feuille lorsque la richesse terminale découle uniquement de la politique
d’investissement dans les actifs financiers. Nous démontrons, dans ce cas,
que le portefeuille optimal se compose de deux termes : le premier est un
terme (spéculatif) d’espérance-variance pur relatif 3 I'information de
I'investisseur, le second un terme de couverture contre les fluctuations de
Iestimateur de ’espérance de rendement des actifs financiers. Ces résul-
tats complémentent donc de maniére directe I'article de Karatzas et Xue
(1991). Nous spécialisons ensuite la structure d’information au cas du
modeéle gaussien. Ici, nous démontrons que la demande de couverture est
reliée a4 I’erreur d’estimation. Dans la mesure ou la politique de porte-
feuille est obtenue de maniére explicite, en fonction des données exogénes
du probléme, ce résultat est plus précis que celui obtenu par les méthodes
classiques de programmation dynamique en environnement markovien ot
la fonction de valeur n’est pas exprimée sous forme explicite (Gennotte,
1986).

En deuxiéme lieu, nous considérons un modéle de couverture de ris-
que lorsque la richesse terminale provient également d’un cash-flow aléa-
toire en supplément des fonds générés par la politique d’investissement.
En outre, nous faisons I’hypothése que I’espérance de ce cash-flow, qui est
inconnue, peut étre estimée a partir de I'information contenue dans les
prix des actifs financiers. Dans ce cadre, nous démontrons que le porte-
feuille optimal contient également des termes de couverture contre (i) les
fluctuations stochastiques dans le taux de croissance du cash-flow terminal
et contre (ii) les révisions dans I’estimateur du taux d’appréciation du cash-
flow terminal. Ces résultats étendent les modeéles d’Adler et Detemple
(1988) et Stulz (1984).

La structure du modéle est décrite dans la premiére section de I'arti-
cle. La deuxiéme section dérive la demande de portefeuille lorsque I’espé-
rance de rendement des actifs financiers suit un processus adapté a la
filtration brownienne. Le modéle gaussien est considéré a la section 3. Le
modéle avec cash-flow terminal est traité a la section 4. Nous concluons par
une discussion du probléme d’équilibre général sous information asymé-
trique.

1. LE MODELE

Nous considérons un modéle de choix de consommation-portefeuille
dans le contexte d’un marché financier a information incompléte. La struc-
ture du modéle est la suivante.
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La structure d’incertitude est représentée par un espace probabilisable

filtré complet (Q, S,{S, :te [O,T]}, P), ou () représente I’espace de pro-
babilité, 3 une o-algébre, {3, ite [0, T]} la filtration sous-jacente et Pune
mesure de probabilité définie sur (Q, S). Un processus brownien a d di-
mensions, W, vit sur (Q, S,P) et est adapté a la filtration sousjacente
{S, :te[O, T]} L’horizon temporel est fini, [0,7].

L’espace de consommation est le domaine positif de I’espace des varia-
bles aléatoires de carré intégrable, L** (2,3, P,). Les préférences de
P'investisseur sont représentables par une fonction d’utilité U définie sur
I2*, Cette fonction d’utilité¢ U a la représentation de von Neumann-
Morgenstern,

U(X) = Eu(Xy), (1.1)

ou Xrreprésente la richesse terminale et u(.) est I'utilité correspondante.

Hypothése 1.1: La fonction d’utilité u(.) : R* X R* 5> R est continue et
deux fois continuement différentiable, strictement croissante et strictement

concave. Sa dérivée premiére admet les valeurs limites lim |, u’(c)= +00
and lim ¢, %' (c)= 0.
Un titre obligataire sans risque est négocié. Son prix

S0 = {S:) ,3:te [0, T]} satisfait I'équation (localement) déterministe,
dS‘O =s:’r, dt, (1.2)

our=r= {r, s Sf ite [0, T]} est un processus progressivement mesurable et

borné qui dépend de I'historique des prix des actifs risqués (la filtration

{Sf :te[O,T]} )

Un nombre fini, d, d’actifs financiers (actions) est offert a I'investisse-
ment. Le vecteur de prix de ces actifs S = (§,,...,5,) satisfait I’équation diffé-
rentielle stochastique,

ds, =T [n, dt+c,aw, | tefo,T] (1.3)
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ou F est une matrice diagonale avec vecteur de prix sur sa diagonale,

ps{p,,S,:te[O,T]} est le vecteur de taux d’appréciation et

o= {G,,S, :te[O, T]} représente la matrice des ccefficients de volatilité.

Les ccefficients p et ¢ sont tels que J.g l—l; I lds<ooet jgos 0; ds<oo (P
a.s.) ou 1 est le vecteur unitaire. Les composantes de la matrice ¢ sont
bornées; en particulier, la borne inférieure est strictement positive. Les
taux d’appréciation des actifs risqués peuvent dépendre de maniére géné-
rale de I’histoire du mouvement brownien W. Les ccefficients satisfont aux
conditions suivantes :

Hypothése 1.2: (i) Jg E

M, Ildt < oo, (ii) le processus o est progressivement

mesurable par rapporta {3§ XB [0, t ] te [0, T]} . (iii) o est inversible pour

tout t € [O, T] (P-a.s.); les composantes de la matrice inverse sont bornées.

La premiére condition de cette hypothése nous permet d’obtenir une
représentation du processus des prix en fonction de ccefficients adaptés a
I'information possédée (proposition 2.1). La seconde condition est natu-
relle et ne constitue pas une restriction significative. Ceci, puisque la ma-
trice de variance-covariance des prix peut étre calculée en observant
Ihistorique des prix (0 0’ est adaptée a la filtration d’information

{Sf ite [O, T]}) . La derniére condition peut également étre relichée dans

le contexte du modéle étudié (voir Karatzas et Xue, 1991). Cette condition
est commode pratique, puisqu’elle simplifie les dérivations qui suivent.

Dans notre cadre d’analyse, seuls les prix des actifs financiers sont ob-
servés par l'investisseur. Ainsi, la trajectoire du mouvement brownien W,
de méme que I’évolution des taux d’appréciation, ne peuvent qu’étre esti-
mées a partir de I'information possédée. Considérons donc la projection

19 EE[I—[:

tion d’information Sf et I'estimateur du prix de marché du risque,

Sf], des taux d’appréciation des actifs financiers sur la filtra-

-

-17, -
6, = (o,) []J., -7 1] . Nous noterons que |1, est une fonctionnelle de I’his-

toire des prix (S).



50 L’ACTUALITE ECONOMIQUE

Hypotheése 1.3 : L’estimateur du prix de marché du risque satisfait la condi-

tion de Novikov, E exp [(l / Q)J g

é: | |2 dtj|<oo. La fonctionnelle non

anticipative i, (S) satisfait aux conditions de Lipschitz et de croissance

|ﬁ,(51)_ﬁt(s2) Iz SLIJ:) HS: —Sf||2dK(s)+L2HSt1 _sfH,

et ||;1,(s) |25L1J'3(1+ Ssllz)dK(s)+L2(l+ |2]

ou L, et L, sont des constantes, K(s) est une fonction non décroissante

suivantes

St

continue a droite, 0< K (s) <l,et

I S | I dénote la norme vectorielle habi-

tuelle; des conditions similaires sont valides pour o, et 7

L’hypotheése sur le prix de marché du risque (condition de Novikov)
nous permet de définir la mesure de martingale équivalente sans avoir a
faire ’hypothése (plus forte) que le processus [1, est borné. Les conditions

sur la structure du taux d’appréciation estimé [i, (S) et de la matrice o,

-1
ont pour effet d’assurer que le processus dv, = 0:1 (I s) dS, — i, dt | est

un processus d’innovation dans le sens classique : elles assurent donc I’éga-
lité des filtrations {Sf :te [O,T]} et {3:’ ite [0, T]} Cette propriété joue

un role fondamental dans la dérivation du portefeuille optimal. Les hypo-
théses correspondantes sur la matrice g, et sur le taux d’interét r,jouent un
réle similaire pour I'innovation par rapport a la mesure de martingale
equivalente.

Un processus de portefeuille 7 est un processus prévisible de carré

intégrable (Ej oT n,n ds< oo). Ici w représente le montant de richesse in-
§

vesti dans les actifs risqués au temps f si X; dénote la richesse au temps

t,X; —m;1 est investi dans le titre obligataire. Sans perte de généralité,
nous admettons des positions de découvert dans les actifs risqués (m < 0).
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Un processus d’investissement 7 est admissible pour I’agent s’il satis-
fait la contrainte informationelle,
T est adaptéa 35, (1.4)

et la contrainte budgétaire,
dX,=r,X,dt+m, (u, —7, l)dt +7,6,dW, ; Xy =x (1.5)
Xp20. (1.6)

La condition de liquidité X 20 stipule que la richesse doit étre non
négative au terme de l'intervalle de transaction (P- p.s.).

Une politique de portefeuille admissible 7 est optimale pour les préfé-
rences Us'il n’existe pas d’autre politique admissible 7’ telle que U(X) >
Ux.

2. POLITIQUES OPTIMALES : LE CAS GENERAL

Dans cette section, nous énoncons les résultats pour le modéle général
présenté a la section précédente. Le théoréme 2.1 énonce la politique
optimale de richesse (consommation) terminale; le portefeuille optimal
correspondant est décrit au théoréme 2.2. Un cas particulier est examiné
au corollaire 2.1.

Notre premier résultat réexprime la dynamique des prix financiers
(1.3) en fonction de I'innovation dans I'information.

Proposition 2.1 : Soit i, = El:p,,

Sf} le vecteur d’espérance conditionnelle

de . relative a I'information de I’investisseur au temps & Les prix des actifs
financiers satisfont I’équation stochastique différentielle,

=751
das, =1 [u,dt+o,dn,] @.1)

N -1 . s p s
ouv, =W, +‘[:)0'J (l»ls -l )ds est un processus brownien relatif a la

filtration {Sf ite [O, T]} En outre, I'information collectée par observation

du processus v est équivalente a celle obtenue par observation des prix

financiers (S:’ = Sf ): v est un processus d’innovation.
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L’équivalence entre (2.1) et (1.3) ainsi que la structure brownienne
du processus V= {D,,Sf ite [O,T]} découlent de I'hypothése 1.2 (i)-(ii)
(Liptser et Shiryayev, 1977, théoréme 7.17). L’équivalence des filtrations
{3:’} et {S‘f} suit des conditions de I'hypothése 1.3 sur les fonctionnelles

i, (S) et G,(S), qui assurent 'existence d’une solution forte a I’équation

(2.1). La représentation (2.1) et les propriétés du processus v sont égale-
ment démontrées, dans un cadre plus spécialisé, par Karatzas et Xue
(1991). Le processus d’innovation a 'interprétation habituelle (voir par
exemple Detemple, 1986). Il véhicule I’information nouvelle qui atteint le
marché financier : les réalisations les plus récentes du processus d’obser-
vation net des valeurs anticipées sur la base de I'information antérieure

~ -1 S -1 N
accumulée, dv, =(c,) (I ) das, —u,dt |.

Etant donné le processus des prix (2.1), la richesse induite par une
politique de portefeuille 7 est donnée par la solution de I’équation,

X, =1, X, dt+1t,[;1,dt+o,du,],X0=x. (2.2)

De plus, le probléme de choix de portefeuille sous information incompléte
est équivalent au probléme d’optimisation sous information compléte ot
la contrainte budgétaire est donnée par (2.2). Ce second probléme dyna-
mique peut a son tour étre transformé en un probléme d’optimisation
statique en faisant appel a des méthodes, maintenant courantes, de martin-
gales.

La mesure équivalente de martingale, dans ce contexte, est définie

par Q(A)=E[nT1A],AEST, ou la martingale exponentielle

N =exp [—I;é;d\)‘ -(1/2)j;

que a partir de l’estimateur du prix de marché du risque,

o

Izds} est obtenue de maniére uni-

- -1,
0, = (0,) [u, -1 1]. La propriété de martingale de I’exponentielle 1 dé-
coule de la condition de Novikov énoncée a I’hypothése 1.3 (Karatzas et
Shreve, 1988 : p. 199). Karatzas, Lehoczky et Shreve (1987) ainsi que Cox
et Huang (1989) démontrent qu’une richesse terminale Xrau temps T est
optimale si et seulement si elle résoud le programme statique,

TT

max , Eu (XT)s.t. E“e-jo o Xr<x (2.3)
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ou E' représente I'espérance par rapport a la mesure Q. La contrainte
budgétaire a une interprétation intuitive puisqu’elle stipule que la valeur

T
5 < =) orsds 5 .
présente des dépenses [E*e -[ o’ XT] ne peut excéder la richesse de

départ (x). Le portefeuille optimal correspondant a la politique de richesse
optimale est donné par,

t ods -1
7, =elo (o) w (2.4)
ot s est I'unique processus prévisible et de carré intégrable dans la repré-

-[T « [T *
sentation de la @martingale Y, EE*[e Ior’d‘ X;IS;S]—E [e Io%d‘ XT].

Définissons la fonction I(y) représentant I'inverse de la fonction d’uti-
lité marginale de richesse terminale, «’(I(y)) = y. Nous avons,

Théoréme 2.1 (Karatzas et Xue, 1991) : Considérons le modéle de la section
1 sous les hypothéses 1.1-1.2. La politique optimale de consommation est,

X; =I(y*§7-)

- T'-
ou y* dénote la solution unique de I’équation E’ [e I o f (y* F,T)J= x,

(T
et Ep=e -[ o7 Nr. Le portefeuille optimal supportant la politique de ri-

t -1
. - ndv( N s
chesse terminale X; est n: =e I 0" (0‘) ‘I‘: ou ¥ estl unique pro-

cessus prévisible, de carré intégrable, dans la représentation de la

martingale Y, = E* |:e_'[ gr"dv I(y* Er )| Sf] -E [e_I gr,,dv I(y* Er )]

Démonstration du théoréme 2.1 : Les conditions nécessaires et (par concavité)
suffisantes pour un maximum sont,

(X7 )=yEr (2.5)

E' [e-j o X ] =x, (2.6)
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ol y est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgétaire

statique. Ainsi, X =1 ( y&T) En substituant ce résultat dans la contrainte

[T
budgétaire (2.6), nous obtenons I'équation E*|e ] o | ( yE_,T) =x. Il suit

de I'hypothése 1.1 que [ () : [O,w] - [O,oo) est strictement décroissante, de
sorte qu’une solution unique y" €xiste pour toute richesse initiale positive
(x>0). L’existence d’un portefeuille optimal découle de (2.4).

La condition de premier ordre (2.5) a une structure classique. Elle
spécifie I’égalité entre I'utilité marginale et les prix d’Arrow-Debreu.

Pour énoncer la politique optimale de portefeuille, il nous faut impo-
ser des restrictions supplémentaires sur les ccefficients du modéle. En ef-
fet, la politique de portefeuille dépend de la maniére dont les innovations
browniennes affectent I’estimateur du taux d’appréciation ainsi que la
volatilité des rendements des actifs financiers. A cet effet nous introdui-
sons, ici de maniére informelle, (i) la notion de dérivée de Malliavin et (i1)
un espace de processus (’espace L ;) pour lequel la dérivée de Malliavin a
du sens. Les définitions mathématiques exactes de ces concepts sont pré-
sentées en annexe.

Soit une variable aléatoire F qui dépend de I'information accumulée
au temps T (F peut étre conceptualisée comme une fonction de la trajec-
toire du mouvement brownien v entre 0 et 7). La dérivée de Malliavin au
temps ¢ de la variable aléatoire F (dénotée par DF) représente la maniére
dont F change suivant une perturbation au temps ¢ dans I’innovation du
mouvement brownien dv, Dans la mesure ol un changement dans dv, au
temps ¢ affecte les trajectoires futures de v (v, $>t), cette derivée représente
effectivement I’effet d'un déplacement dans la trajectoire au-dela du temps
tsur la variable aléatoire F. Cette derivée est donc similaire a la dérivée de
Fréchet qui s’applique dans un environnement déterministe.

Pour que la dérivée de Malliavin existe, il faut que la variable aléatoire
F posséde certaines propriétés de régularité, De méme, pour appliquer la
dérivée de Malliavin 4 un processus stochastique, il faut que ce processus
ait un comportement suffisamment régulier. Ceci conduit a une classe L;
de processus dérivables et intégrables dans le sens d’une norme spécifique
(voir annexe pour détails). Dans le contexte de notre modéle a informa-
tion incompléte, la dérivée de Malliavin est prise par rapport au processus
d’innovation v et I'espace L;; est défini relativement a la filtration

{3:’ :te [0, T]} C’est donc a ce niveau que 1’équivalence des filtrations

{3:’ ite [O, T]}et {Sf ite [0, T]} joue un réle fondamental.
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Avec ces définitions informelles, nous pouvons écrire :
Théoréme 2.2 : Supposons que les processus ret 6 appartiennenta L; ;. Sous

les hypothéses du théoréme 2.1 la politique optimale de portefeuille est
donnée par

AR ol ~[Trdo » »
":=‘(U,) 6, E [? He y &r 1'() ér)lsf]

_(6;)—1 & [e'”'"‘" [ I(y. Er)w‘ : I,(y. ér)][ L’(D,,U)dv + j {(D, é’u)dbu]

ou l'opérateur D, représente la dérivée de Malliavin au temps ¢, et I'(y)
représente la dérivée de I'utilité marginale inverse.

sf] 2.7

La politique optimale de portefeuille (2.7) a une structure familiére.
Elle se compose de deux termes. Le premier est une demande spéculative,

proportionnelle a 'estimateur de prix de marché du risque (6),
A * —j Trdv » * S
_(G‘) 0, E |e’+" y Er I'(y éT)ISt .

Le facteur de proportionnalité est lié aux préférences de I'investisseur.
Notons que ce terme, dont la structure est familiére, apparait dans la de-
mande de portefeuille, bien que le modéle d’information/incertitude ne
soit pas markovien.

Le second terme est une demande de couverture contre les fluctua-
tions stochastiques dans les paramétres du modéle,
s
g ]

O R O HE

Deux composantes interviennent ici. La premiére est due aux fluctuations

stochastiques dans le taux d’interét (le terme comprenant J:T(D‘ r,,)dv).

La seconde est une conséquence des révisions dans I’estimateur du prix de
marché du risque au vu de l'arrivée d’informations nouvelles (le terme

T 8 |
L (Dtev)duv).
Démonstration du théoréme 2.2: Nous cherchons une représentation de la

st A (en)]

T
Qmartingale, Y, = E* [e'Jofvdv I(y* &’r)
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(T
Considérons la fonctionnelle F =¢ Jone 1 ()‘* Er ) Une application de la

formule d’Ocone et Karatzas (1991) (Théoréme A.3 dans ’annexe) con-
duit au résultat énoncé.

Il est un fait bien établi que le comportement associé a 1’utilité
logarithmique est myope. Le corollaire suivant généralise certains résultats
de Feldman (1992) au cas non-gaussien. Il complémente également le prin-
cipe d’équivalence certaine démontré par Kuwana (1991) pour une struc-
ture d’information non-gaussienne ou la distribution postérieure suit un
processus markovien.

Corollaire 2.1 : Dans le cas d’utilité logarithmique, le portefeuille optimal
devient
AN _[T
n,:(ot) e,E*[e [T I(y*§7)|$f]. (2.8)

! _1 -
En d’autres termes, en fonction de la richesse, &, = (ot) 6, X,.

Démonstration du corollaire 2.1: Dans le cas d’une fonction d’utilité
logarithmique, on a I(y) = y', de sorte que I(y) + yI'(y) = 0. La formule
(2.8) s’ensuit. Notons également que la richesse optimale est la valeur
présente de la richesse terminale optimale :

* —JTrvdv S *
X,=E |e’t" Xp St ouXr=1I{y &T)
-1
I1 suit que =, =(0‘) 6, X,.

3. LE MODELE GAUSSIEN

Dans cette section, nous spécialisons les résultats ci-dessus au cas parti-
culier du modé¢le gaussien décrit par,

dit, =p,dt + b,dW, i, donné (3.1)

-1
(13 ) dS, =, dt +c,dW,, S, donné (8.2)

(110 l SO) distribué normalement : N (my,%), (3.3)
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ou les paramétres & et g sont des processus déterministes. Des versions de
ce modéle ont été considérées a multiples reprises dans la littérature (cf.
Detemple, 1986a, b; Dothan et Feldman, 1986; Feldman, 1989, 1992;
Gennotte, 1986).

Pour ce modéle, la distribution postérieure de p¢ conditionnelle a I'in-
formation véhiculée par I'historique des pr1x 3 est normale avec vecteur
de moyenne [1, et matrice de variance-covariance Y, solutions du systéme
(Liptser et Shiryayev, 1978, théorémes 12.6 et 12.7),

4
dit, =yl,dt+|:b,ct +Y‘](01) v, (3.4)
! ! —1
dy,/dt=2y, - 2b, S, Y=V, (0‘,0‘ ) Ye (3.5)
Bo =mg,Yo=So- (3.6)

L’équation (3.4) qui décrit I’évolution de la moyenne conditionnelle a
une interprétation intuitive. En effet, la moyenne conditionnelle est rééva-
luée au vu de I'innovation dans I'information révélée par les prix. L’ampli-
tude de l'ajustement dépend de I'erreur d’estimation vy; (une fonction
déterministe, qui satisfait a I’équation de Riccati (3.5)), ainsi que de la
covariance b, G, entre le processus d’observation (les prix) et la compo-
sante stochastique dans I'évolution du vecteur des taux d’appréciation .,
Le terme de covariance émerge dans la mesure ou les prix financiers pro-
curent de I'information non seulement sur la valeur de p, mais également
sur la position du mouvement brownien W,

La variance conditionnelle, qui représente I’erreur d’estimation, suit,
quant a elle, le processus déterministe décrit par I’équation (3.5). Cette
équation caractérise donc le processus d’apprentissage induit par le traite-
ment de I'information révélée par les prix. L'inverse de la variance condi-
tionnelle est la précision de I’estimateur et représente le montant de
connaissance accumulé a partir des observations passées. Il devient alors
clair que I'amplitude de la révision de la moyenne conditionnelle suivant
une nouvelle donnée dépend de la connaissance accumulée au moment
ou l'information est révélée. Lorsque vy est grand, I'information de départ
est pauvre, de telle sorte que I'innovation dans I'information a un effet
important sur la révision de ’estimateur.

Dans ce cas de figure, les résultats de la section précédente se simpli-
fient et deviennent :
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Théoréme 3.1: Supposons que le taux d’intérét r suit un processus
déterministe. Sous les hypothéses du modéle d’information gaussien (3.1)-
(3.3), 1a politique optimale de portefeuille est

O e
(o) (o) [+ ] [f [z(y-zr)w-gfr(m,)][y (6)’ @] sf].

Le modé¢le gaussien conduit 4 une simplification substantielle de la
composante de couverture. Cette derniére, en effet, se révéle étre liée au
parameétre déterminant I’amplitude de la révision dans I’estimateur de I’es-

' ’
pérance du taux de rendement (le terme [btot + 'y,] ). Nous noterons en

particulier que la composante de couverture est nulle lorsque (i) le proces-
sus d’observation (les prix des actifs financiers (1.3)) et le processus suivi
par I’espérance de rendement (équation (3.1)) sont indépendants et lors-
que (ii) I’erreur d’estimation est nulle.

Les cas suivants conduisent a des politiques de portefeuille simplifiées.

Corollaire 3.1: Sous les hypothéses du théoréme 3.1 et en supposant que
I'utilité est de la forme (u(X )= (l / p)X P.pe [0, 1)), la politique de porte-

feuille optimale devient

el (o) o [T e )
Ao ) ) e o e ) o)

N

ou I ( y) = y(l/(p- 1)) En fonction de la richesse nous avons,

N
/|

T, = —(p - l)-1 (o;)—l é, X,

(0 (o) o a7 ()

S
‘|
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Corollaire 3.2: Pour le modéle (3.1)-(3.3) a ccefficients constants (b et o
constants), la politique de portefeuille est donnée par

! _1“ x| - TV,,v * *
nx="(°,) 6, E [0 He Y §T1'(y §T)|st]

o) (o) oo+ 1} (o) E[I () ey e 1 (57 )|,

N
]

4. POLITIQUES DE COUVERTURE DE RISQUE

Nous supposerons dans cette section que I'investisseur, outre la ri-
chesse Xrqui résulte de ses politiques d’investissement dans les actifs finan-
ciers, recoit aussi un cash-flow égal a Brau temps T. Le cash-flow Brestla
variable aléatoire induite au temps T par le processus d’It6,

dB, = B, [a, dt+5,dW, |, By donné (4.1)

ou le processus d’appréciation o est progressivement mesurable par rap-

porta la filtration {S, :te [O, T]} et le ceefficient de volatilité  (un vecteur

de dimension 1xd) est déterministe. Soit &, = E|:0L,

StI ] I’espérance con-

ditionnelle de a, sur la base de I'information possédée par I'investisseur,
StI En définissant le processus v® par

vE=w, + j ) (558;)4 [as - d,]ds , (4.2)

I’équation (5.1) peut étre réécrite de la maniére suivante,

dB, = B, [&,dt ‘ a,duf], B, donné. (4.3)

Cette formulation représente I'équivalent d’'un modéle a information
incompléte o la trajectoire du processus B est connue a chaque instant.
Lorsque B constitue une source d’information supplémentaire (indépen-
dante des prix) la méthodologie des sections précédentes ne peut étre
appliquée de maniére directe. En effet, dans ce cas, le marché financier est
incomplet. Pour éviter les problémes techniques difficiles qui en résultent,
nous ferons appel i I’hypothése suivante :

Hypothése 4.1 : 11 existe un processus déterministe ¢ de dimension dxd tel

B _ |t
que vt _Iocpsdos'
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Cette hypothése stipule que I'information révélée par I’observation du
processus B est effectivement contenue dans I'information transmise par
les prix financiers. Ce cas de figure s’applique lorsque le cash-flow final Br
dépend du prix d’un actif financier. Par exemple, les plans de compensa-
tion indirecte pour cadres d’entreprise tombent dans cette catégorie.

En combinant I’équation (4.3) et ’hypothése 4.1, nous obtenons donc
dB, = B,[6,dt + 8,9,dv, |, By donné. (4.4)

Dans la formulation (4.4), le terme @, représente I’estimateur du taux

d’appréciation du cash-flow au vu de I'information contenue dans les prix
des actifs financiers Sf. Notons que @, ne représente pas le taux d’appré-
ciation de la valeur de marché du cash-flow.

Pour ce probléme, la mesure de martingale est définie comme a la
section 2 par

Q(4)=E[nr14].4€ Sp,0un, Ee"”H ., -(1/2)[ ]|

obtenu de maniére unique a partir de I’estimateur du prix de marché du

2ds:| est

n -1
risque, 0, = (6,) [}1, -1 l]. Le probléme de choix de politique de couver-

ture peut donc s’exprimer sous la forme statique

max , Eu (BT + XT) , (4.5)
sujet a

Eelo x <x. (4.6)

Le portefeuille optimal correspondant a la politique de richesse optimale
(solution du probléme statique (4.5)-(4.6)) est donné par

 rds -1 N . L.
n,=¢ Ior‘ (o,) ¥, oi ¥ est l'unique processus prévisible et de

carré intégrable dans la représentation de la @-martingale
¥ —I Tr,ds * s * —I Tr,d.s *
Y, =E l:e 0 XT 3:]_E [e 0 X'I‘}'

Pour ce modéle de choix de portefeuille, nous obtenons la politique
optimale suivante :
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Théoréme 4.1 : Pour le modéle décrit dans cette section et sous I'hypothése
*| - J Tr,,dv . L. . .
x+E |e’0 Br |>0, la richesse monétaire terminale optimale X7 est

donnée par

Xr=1(y"8r)-Br. 4.7)
ou y" dénote la solution unique de I’équation
E [e_ gr"dv I()"t Er )} =x+E" [e_-[ g,"dv BT] . Le portefeuille optimal
supportant la politique de richesse terminale X; est

t -1
* r,dv J * N . P P
T, =e-[ 0 (o‘) ‘Pt ,ou¥" est 'unique processus prévisible, de carré

intégrable, dans la représentation de la martingale

o [ e [ )]

La démonstration de ce théoréme suit la démonstration du théoréme
2.1. 11 suffira de noter que la condition de premier ordre devient

u'(BT + X7 ) = yE7 ce qui donne lieu i la solution (4.7). Sous notre condi-

T
. . - .. =) o T8 . .
tion de richesse totale initiale positive (x+E)‘k [e j 0% BT]>O], il suit
également qu’un multiplicateur y" existe et est unique.

La politique optimale de portefeuille est maintenant donnée par :

Théoréme 4.2 : Supposons que les processus ret () appartiennenta L, ;. Sous
les hypothéses du théoréme 4.1, la politique optimale de portefeuille est
donnée par

oo (o) a7 ()]

() £ e[ o (o)
() et o]

sf} (4.8)
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oit D,By =By U T DG ds+ 6,¢t].

La politique de portefeuille (4.8) contient maintenant le terme sup-
plémentaire

, -1 . _ T » . ’ -1 * - T
_(ot) P P B,.Ij‘u,a,dslsf -(ot) 5,0,E" | e ’v“”BTlsf . (4.9)

Ce terme représente une demande de couverture pure contre les fluctua-
tions dans le taux de croissance du cash-flow terminal. Deux types de fluc-
tuations interviennent a ce niveau. Le premier est dii a la révision dans le
taux d’appréciation estimé au vu des informations nouvelles. Une innova-
tion au temps ¢ entraine une réévaluation de I’estimateur G correspon-
dant a toute date future s>t La composante de la demande de portefeuille,

1 -1 - T
_(Gl) E* e I: r,dv BT (ITD‘d:)dSISf >

correspond a une couverture contre ce type de fluctuations. Le second
type de fluctuation est dii a la révision immédiate de la valeur de B, (et
donc de Br) au vu de I'information nouvelle. Cette fluctuation donne alors
lieu a une demande de couverture pure égale a,

1 -1 * —JTr,,dv S
o) 8.0E"| e BT|31 .

Cette demande de couverture est proportionnelle a la covariance entre les
rendements des actifs financiers et la volatilit¢ du processus (4.5) qui
génére le cash-flow final.

Démonstration du théoréme 4.2: Le résultat découle immédiatement de la
représentation de la Q*martingale,

T T
Yt = EI- e—J.o r,dv (I(yt gT)_ BT)I S;g _E’ e".[o r,dv (I(yt éT)_BT) ) obte-
nue par application de la formule d’Ocone et Karatzas (1991) a la

T
fonctionelle F = e—IO ol (1()’* Sr ) -Br )
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Corollaire 4.1 : Dans le cas d’utilité logarithmique, le portefeuille optimal
devient

n,=(c;) 9, X,+E IS

a T
' x| -] nd
+(°:) 2l vBT[If(D,r )du+j (De) ]
A1 . _Irrudv T o s ' I dv s
~(o,] E*|e7k BT(J‘D,a,)ds 35 |- ot ,¢, Is .
Dans le cas logarithmique, nous obtenons une décomposition

quelque peu simplifiée. La demande de portefeuille se compose
d’un terme d’espérance-variance pur proportionnel a la richesse totale

(4.10)

x| —| rdv . .
X, +E |e L *“ B | 3% || et de termes de couverture contre (i) les varia-
t T|(~,

tions du taux d’intérét et du prix de marché du risque estimé, (ii) les
fluctuations dans I’estimateur du taux d’appréciation du cash-flow, et (iii)
les fluctuations du taux de croissance du cash-flow (sensibilité de Bra I'in-
novation au temps ?). Cette décomposition en terme de la structure du
cash-flow terminal généralise et complémente les résultats de Stulz (1984)
et Adler et Detemple (1988).

Le cas d’une structure d’information Gaussienne est obtenu comme a
la section 3 par spécialisation des résultats énoncés ci-dessus.

CONCLUSION

Les résultats de la section précédente nous procurent une description
détaillée des fonctions de demande de portefeuille lorsque I'information
est incompléte. La dérivation des prix d’équilibre des actifs financiers lors-
que l'information est asymétrique se heurte aux problémes suivants.

Sources d’information non technique: Lorsque I'information révélée par
les prix financiers est complétée par d’autres sources d’information non
techniques (rapport d’évaluation de société, compte rendu d’audite, an-
nonce par les directeurs de la société, etc,...), les résultats des sections
précédentes ne peuvent étre utilisés tels quels mais doivent étre générali-
sés. Le probléme de portefeuille dans ce cas de figure est compliqué par le
fait que le processus d’innovation se compose d’une innovation liée aux
prix des actifs financiers ainsi que d’une innovation liée aux autres sources
d’information utilisées par I'investisseur. Le modéle de choix de porte-
feuille est alors équivalent 2 un modéle 4 marchés incomplets ou les actifs
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manquants ont un effet sur (i) la politique de richesse finale atteignable et
(ii) sur la politique de portefeuille correspondante. La solution de ce pro-
bléme constitue une étape préliminaire a la résolution du probléme d’in-
formation asymétrique.

Contenu informationel des prix: Lorsque I'information est asymétrique,
les prix financiers révélent plus d’information que celle possédée a titre
privée. En effet, I’espace dans lequel évoluent les prix d’équilibre dépend
de la filtration générée par toutes les sources d’information présentes dans
I’économie. Le prix d’équilibre intervient alors comme un élément supplé-
mentaire dans le conditionnement de chaque intervenant sur les marchés
financiers. Ce probléme de détermination simultanée du conditionnement
et du prix d’équilibre complique le modéle de maniére substantielle. Cet
élement s’ajoute a la difficulté de résoudre le modéle a marché incomplet
mentionnée au paragraphe précédent.
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ANNEXE
LA FORMULE DE CLARK ET SES GENERALISATIONS

Dans cette annexe, nous résumons plusieurs résultats qui jouent un
role fondamental dans la dérivation des politiques optimales de porte-
feuille. Le résultat central est la formule de représentation d’Ocone et
Karatzas (1991) qui s’applique aux fonctionelles définies sur espaces de

Wiener, sous changement équivalent de mesure. Ce résultat généralise la
formule de Clark (1970).

Soit I’espace de Wiener de dimension d, (Wod,B(Wad ), PW), ou W:
représente ’espace des fonctions continues w:[O,T]—)SRd telles que

w(O):O, B(W;) est la g-algébre de Borel associée et PV la mesure de

Wiener définie sur (W:,B(W: )) Toute fonction mesurable définie sur

cet espace est appelée une fonctionnelle brownienne.

Soit Sla classe de fonctionnelles brownienne réguliéres, c.-d.-d. la classe
de variables aléatoires de la forme

F=f(W(t1),...,W(tn)),

ou (tl , ...,tn)e [O, T]n et les fonctions f{x',...,x%,...,#!",...,¥*") appartiennent

a C;° (%d"), Iensemble des fonctions f[:R% — R bornées et a dérivées

bornées de tout ordre. Le gradient DF est défini comme la variable aléa-

d
toire DF = (DIF, . DF ) dans 1° ([0, T]) dont les composantes sont

DiF=3" (alaxfj)f(w(tl),. (,,))1[(“ ]() i=1,..,d,

ou l[o 2.] (t) est I'indicateur de I’ensemble [O,t-]. D' peut étre interprété
Ny t

comme le changement dans la fonctionnelle F résultant d’'un changement

dans la i*™ composante du mouvement brownien Wau temps t. Une telle
perturbation n’a pas d’effet sur I’histoire, { ( ) }, mais affecte la
l

J
trajectoire future du processus brownien {W{t; 2t;. Ainsi, la dérivée



66 L’ACTUALITE ECONOMIQUE

de Malliavin représente I'effet sur la fonctionnelle F d’une perturbation
dans la trajectoire de W, a partir du temps ¢. En d’autres termes elle, cons-
titue une analogue stochastique de la dérivée de Fréchet.

Soit |||| la norme dans L2 ([O,T]) et || la norme euclidienne sur

R",n>1. Pour 21, nous introduisons la norme

p/2
I#1, = e+ o]

sur S, et nous dénotons par D, I’espace de Sobolev obtenu par fermeture

de S sous ““
p.l

Larégle de dérivée en chaine du calcul de Malliavin peut étre énoncée

de la maniére suivante. Soit F=(Fl ,...,F"‘),Fx €D,, et considérons une

fonction ¢:R™ — R, continiiment différentiable avec dérivées partielles

bornées. Alors ¢(F) €D,;, et
Do(F)=3" (a¢(F)/aF" )DF"
En particulier, pour l'intégrale aléatoire F =IT‘I’ s)ds nous avons

D,F= j (Dt ))ds pour l'intégrale stochastique F= J.T‘P dW nous

obtenons D,F = I T(D,‘I’ s))dW‘ + ‘P(t), ou le terme ‘I‘(t)‘ représente 1'ef-
t

fet direct sur F d’une perturbation dans Wau temps ¢.

Théoréme A.1 (Clark, 1970; Ocone, 1984) : considérons une fonctionnelle

de la trajectoire brownienne F €D, ;. On a alors la formule de représenta-

tion suivante, F = E( JTE[D F I 3 ]dWs , ou DF représente la dérivée

de Malliavin de F. En particulier, en prenant I’espérance conditionnelle,
E[Fl St]=E(F)+JO SS]dWS .

La généralisation qui suit est due a Karatzas, Ocone and Li (1991).
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Théoréme A.2 (Karatzas, Ocone and Li (1991)) : La formule de représenta-
tion F= E(F) + J gE[DSFl Ss]dWs est valide pour FeD, ;.

Le portefeuille optimal est li€ au processus prévisible dans la représen-
tation de la @'martingale

Y EE*l jOTe_J; i I(y*is)ds| Sf']—E* [I ge_J; oo I(y*és)ds]. Pour

calculer ce portefeuille optimal de maniére explicite, aussi est-il nécessaire
d’obtenir une version de la formule de Clark sous changement équivalent
de mesure. Cette formule est due a Ocone et Karatzas (1991). En premier
lieu, nous définissons 1’espace L;; de processus prévisibles

{z(t,a)),t e[O, T],meQ} i valeurs dans R¢ qui satisfont aux conditions
d
suivantes : (i) z(t,-)e(DLl) pour presque tout te[O,T], (ii) la fonction

(t, m)——)Dz(t,w)e (L2 [0, TDdXd admet une version progressivement

ell, =#{(JelesFe] o {fr o) e

Avec cette définition, nous avons

mesurable, et (iii)

Théoréme A.3 (Ocone et Karatzas, 1991) : Supposons que 6€L,;,. Soit

F € D), satisfaisant aux conditions suivantes :

E |F|nr]<oo (A1)
B[ nr | oF |”<oo (A-2)
E-|F|1‘|T"JgDBSdWS+JgD9$.9$ds|]<oo. (A.3)

AlorsFnr €D, etlareprésentation

F=E*F+_[OT[E* (0P| 3,)- E*(F [T Dp.aW, S,)il’ aw, (A4)
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est valide. Nous avons également,

E [FI 3,]=E*F+J':)[E*(D,F
tefo,7].

3, ﬂ dW, pour

3:) _E" (FI T D,g,dW,
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