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LES TECHNIQUES QUANTITATIVES 
DE LA GESTION DE PORTEFEUILLE 

Éric RENAULT 
Jean-Charles ROCHET 
GREMAQ-IDEI 
Institut Universitaire de France, 
Université des Sciences Sociales de Toulouse 

RÉSUMÉ - L'objectif principal du présent article est de montrer que la «démarche exten-
sive», initiée par Lise Salvas-Bronsard (1972) peut être fructueuse pour reconsidérer les 
techniques quantitatives de la gestion de portefeuille. Par la même occasion nous rendons 
hommage à sa démarche synthétique en montrant que celle-ci est toujours éclairante, en 
permettant des interactions productives entre différents modes d'approche. Nous nous 
intéressons plus précisément aux relations d'évaluation d'actifs financiers dites multibêtas. 
Nous montrons que ces relations peuvent être démontrées, interprétées et utilisées, à la fois 
par une approche micro-économique (section 1 : Approche intrinsèque du problème de 
portefeuille), une approche macro-économique (section 2 : Équations d'Euler et modèles 
à facteurs), une approche économétrique (section 3 : Moindres carrés et efficience de 
portefeuille) et une approche décisionnelle en termes de gestion de portefeuille (section 4 : 
Gestion dynamique de portefeuille). 

ABSTRACT - The main objective of this article is to show that the «synthetic approach» ini-
tiated by Lise Salvas-Bronsard (1972) can be useful to reexamine the quantitative analysis 
of portfolio management. We pay a tribute to her work in showing that it is useful in 
allowing the interaction of différent approaches. More specifically, we are interested by 
the relations between certain évaluations of financial assets called «multibeta». We show 
that thèse relations can be demonstrated and used by a microeconomic approach (Section 1 : 
Intrinsic portfolio approach), a macroeconomic approach (Section 2: Euler équations and 
factor models), an econometric approach (Section 3: Least-squares and portfolio agency), 
and a decisional approach in terms of portfolio management (Section 4: Dynamic portfolio 
management). 
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INTRODUCTION 

En mai 1972, Lise SALVAS-BRONSARD (LSB dans la suite) a présenté à 
l'Université Catholique de Louvain, à titre de thèse de Doctorat en Sciences 
économiques, un travail très ambitieux comprenant à la fois la spécification d'un 
modèle macroéconomique intertemporel et international, l'estimation de celui-ci 
et son utilisation pour reconsidérer le problème de la politique économique du 
Canada dans sa globalité. En présentant cette thèse sous le titre «les techniques 
quantitatives de la politique économique», LSB remerciait son directeur de thèse, 
A.R Barten, de lui avoir «suggéré cette démarche extensive consistant à utiliser, 
pour résoudre un problème donné, la plupart des outils de l'économiste : la théorie 
microéconomique, la théorie macroéconomique, l'économétrie, la théorie de la 
décision et la recherche opérationnelle». 

L'objectif principal du présent article est de montrer que cette «démarche 
extensive» peut être fructueuse pour reconsidérer les techniques quantitatives 
d'autres problèmes décisionnels. En l'occurrence, nous nous intéresserons ici à la 
gestion de portefeuille, problème décisionnel certes moins vaste que celui de la 
définition d'une politique économique globale par un pays, mais qui a donné lieu 
depuis la fin des années soixante (premiers travaux de Markowitz) à une florai
son de travaux théoriques et empiriques accompagnant la montée en puissance du 
rôle des marchés financiers dans l'économie. 

Il nous semble en effet que le meilleur hommage que l'on puisse rendre à la 
démarche synthétique adoptée par LSB non seulement dans sa thèse, mais en fait 
dans toute sa carrière (par l'étendue de ses champs d'intérêt, allant de la micro
économie théorique jusqu'à l'économétrie appliquée) est de montrer que celle-ci 
est toujours éclairante, en permettant des interactions productives entre différents 
modes d'approche. 

Plus précisément, on s'intéresse ici aux relations d'évaluation d'actifs financiers 
dites multibêtas (parce qu'elles font intervenir les coefficients bêtas de régression 
par rapport à différents «facteurs»), fameuses en gestion quantitative de porte
feuille mais souvent mal comprises, précisément parce qu'elles renvoient à dif
férents types de culture. On montrera que ces relations peuvent être démontrées, 
interprétées et utilisées, à la fois par une approche microéconomique (section 1), 
une approche macroéconomique (section 2), une approche économétrique 
(section 3) et une approche décisionnelle en termes de gestion de portefeuille 
(section 4). Nous suivrons ainsi, sur un tout autre sujet, le même plan que la 
thèse de LSB. Le présent article fait aussi certains emprunts (principalement 
dans ses sections 1 et 3) à un travail antérieur du premier auteur (Renault, 1988) 
où sous le titre «Moindres carrés et performance de portefeuille», était déjà mise 
en exergue l'unité de pensée entre l'approche théorique du problème du porte
feuille et le point de vue économétrique. 

Soulignons enfin que, du fait même de l'ampleur des champs d'investigation 
de LSB, on est amené à croiser ceux-ci à tous les niveaux du présent travail : 



LES TECHNIQUES QUANTITATIVES DE LA GESTION DE PORTEFEUILLE 2 6 7 

(i) L'approche moyenne-variance de la section 1 renvoie évidemment à l'intérêt 
constant de LSB pour la problématique de la décision en incertitude. Dans 
sa thèse elle écrivait : «Si on résume une perspective aléatoire par un nombre 
unique qui est l'espérance mathématique, on maximise (ou minimise) l'espé
rance mathématique de la fonction objectif. Ce critère de décision est encore 
le plus souvent employé. Une autre possibilité est de considérer dans le 
critère de décision, l'espérance mathématique et la variance de la fonction-
objectif. Il semble cependant que dans un problème de politique économique 
il n'est pas vraiment nécessaire de considérer la variance puisque dans ce 
genre de problème on a une très forte probabilité de demeurer à l'intérieur 
de limites assez étroites, le problème de politique économique portant en fait 
sur des variations marginales d'instruments». Une telle simplification n'est 
évidemment plus admissible en gestion de portefeuille, compte tenu de 
l'ampleur des risques potentiels dans les marchés financiers modernes. LSB 
concluait d'ailleurs sa thèse sur le constat que : «On ne peut pas dire que les 
solutions présentées dans cet ouvrage des programmes linéaires et quadra
tiques soient très satisfaisantes. On a fourni à l'occasion plusieurs explica
tions de ce phénomène : l'incertitude, le mélange de contraintes physiques 
et financières». 

(ii) Cette dernière analyse annonce en un certain sens un des programmes de 
recherche les plus modernes de la macroéconomie tel qu'il commence à 
apparaître dans les travaux de Cochrane (1991), Cochrane et Hansen (1992), 
Hansen et Jagannathan (1991) sous des titres qui évoquent bien cette pro
blématique des interactions «incertitude [...] contraintes physiques et finan
cières» : Production-Based Asset Pricing and îhe Link Between Stock 
Returns and Economie Fluctuations, Asset Pricing Lessons for Macro-
economics, Implications of Security Market Data for Models of Dynamic 
Economies. Nous nous efforcerons dans la section 2 du présent article de 
dériver les modèles à facteurs et les relations d'évaluation multibêtas asso
ciées (déjà obtenues dans la section 1 par une approche microéconomique) 
des modèles macroéconomiques qui s'inscrivent dans ce programme de 
recherche. Il convient d'ailleurs de noter que LSB elle-même a pris la mesure 
des développements de la macroéconomie à l'aube des années quatre-vingt-dix 
en éditant avec P. Malgrange un ouvrage de synthèse («Macroéconomie, 
développements récents», 1993) où non seulement la même «démarche syn
thétique» est toujours mise en exergue mais sont repris les travaux les plus 
récents de LSB (avec C. Bronsard) relatifs à la formulation des anticipations. 
La présentation de l'ouvrage en cinq parties souligne de manière frappante 
la parenté méthodologique avec l'introduction de la thèse de LSB citée 
ci-dessus puisque ces cinq parties sont décrites de la façon suivante : «Dans 
la première partie on rappelle les exigences de toute transposition de la 
microéconomie à la macroéconomie, dans la deuxième on présente dif
férentes constructions théoriques. La troisième est consacrée aux problèmes 
de simulation et d'optimisation, la quatrième à l'économétrie tandis que la 
cinquième porte sur la pratique de la macroéconométrie». En ce qui concerne 
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la formulation des anticipations, l'article de C. Bronsard et L. Salvas Bronsard 
(1993) dans la troisième partie de cet ouvrage propose une représentation du 
consommateur et du producteur (et de leurs fonctions d'anticipation) en 
contexte temporaire qui permet d'intégrer «à l'intérieur d'une même struc
ture logique» (pour reprendre les termes de Malinvaud, 1982) l'équilibre 
keynésien et l'équilibre walrasien (comme cela a bien sûr aussi été proposé 
à partir d'une toute autre approche par la théorie des équilibres à prix fixes). 

Pour revenir au programme de recherche qui nous intéresse dans la section 2 
du présent article, celui-ci s'appuie sur la formulation de modèles d'optimi
sation intertemporelle (avec des anticipations rationnelles) tels qu'il se sont 
développés dans les années quatre-vingt à la suite de la critique de Lucas 
(1976). Rappelons, pour faire bref, que Lucas (1976) avait souligné que les 
modèles traditionnels de la macroéconométrie (modèles linéaires dynamiques 
à équations simultanées) étaient peu fiables pour prévoir les effets de la poli
tique économique puisque l'hypothèse d'invariance des paramètres de ces 
modèles lors de changements d'orientation de la politique économique n'est 
pas tenable en général. En conséquence, il est préférable de voir ces paramètres 
comme des fonctions de l'environnement économique et d'un ensemble de 
paramètres fondamentaux sous-jacents qui caractérisent les préférences des 
agents et la technologie de l'économie. Cette critique est à l'origine d'un 
énorme programme de recherche, visant à formuler des modèles d'équilibres 
d'anticipations rationnelles explicitement paramétrés en termes de «préfé
rence et technologie» considérés comme les invariants de l'économie. Nous 
ne donnerons bien sûr qu'un bref aperçu de ces modèles dans la section 2. 
Notons simplement a ce staue que, six ans avant la critique de Lucas, LSB 
s'était précisément intéressée à l'estimation de modèles linéaires dynamiques 
à équations simultanées où «les coefficients de la forme structurelle ne sont 
pas les mêmes pour toutes les observations pour lesquelles le modèle est 
supposé valide» (article Barten et Salvas Bronsard, 1970) intitulé «Two-
Stage Least-Squares Estimation with Shifts in the Structural Form»). 

(iii) La problématique de base de l'article Barten-Salvas Bronsard (1970) était 
d'exploiter au mieux l'information statistique produite par deux sous-
échantillons (associés à deux périodes distinctes entre lesquelles se déroulait 
le changement structurel) pour lesquels les coefficients de certaines variables 
ne changeaient pas. A cause de cette invariance de certains paramètres, on 
aurait en effet perdu de l'information en estimant séparément le modèle 
structurel pour chacun des deux sous-échantillons. Cette question est en fait 
une occurrence particulière de la problématique générale de Vexhaustivité 
linéaire telle qu'elle a été définie par Gouriéroux et Monfort (1980). Nous 
résumerons dans la section 3 un ensemble de résultats de Renault (1988) où 
l'on s'attachait à montrer qu'une grande partie des résultats de la théorie du 
portefeuille (et en particulier les relations d'évaluation multibêtas) peuvent 
être réinterprétés et redémontrés avec les outils de l'inférence optimale dans 
le modèle linéaire : théorème de Gauss-Markov et exhaustivité linéaire. 
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Outre l'exercice d'interprétation, cette approche débouche naturellement sur 
la problématique de l'estimation et des tests économétriques des relations 
multibêtas pour laquelle on montrera que la méthodologie d'inférence GMM 
due à Hansen (1982) et Hansen et Singleton (1982) (pour l'application à 
l'économétrie de la finance) fournit un cadre unificateur, permettant en par
ticulier de discuter le rôle des hypothèses formulées dans les sections 2 et 4. 
Rappelons enfin que, comme cela a encore été réexpliqué récemment par 
Hansen, Heaton et Yaron (1996), les «estimateurs GMM ont des antécédents 
dans la littérature classique des équation simultanées». En particulier, la 
méthode des doubles moindres carrés (telle qu'est reconsidérée par Barten 
et Salvas Bronsard, 1970) correspond à une procédure GMM dans le cadre 
le plus classique de restrictions de moments conditionnels (voir Hansen, 
Heaton et Yaron, 1996). 

(iv) La section 4, dans la mesure où elle s'intéresse aux problématiques plus 
spécialisées de gestion dynamique de portefeuille et de test de performance, 
est sans doute la seule de cet article qui ne puisse se situer en filiation de 
travaux de LSB. On retiendra simplement qu'elle ressort de la même 
«démarche synthétique» (traiter un problème décisionnel au confluent des 
différentes approches microéconomique, macroéconomique et économé
trique), et aussi qu'elle mériterait des prolongements en termes de gestion 
du patrimoine des ménages (qui sont précisément les clients des organismes 
de gestion quantitative de portefeuille), problématique qui a été au coeur 
des derniers travaux de LSB, en particulier lors de son séjour à la Direction 
Générale de l'INSEE. 

1. APPROCHE INTRINSÈQUE DU PROBLÈME DU PORTEFEUILLE 

Les modèles d'évaluation d'actifs financiers sur une période font tradition-
nement une large place à la théorie du portefeuille, présentée comme l'art de la 
diversification du risque par la répartition de la richesse investie entre différents 
actifs risqués. Il est relativement étonnant de constater que cette approche tradi
tionnelle, plutôt que de s'intéresser directement à l'ensemble des rendements 
aléatoires réalisables, s'attache à décrire des portefeuilles par rapport à une liste 
d'actifs de référence, dits primitifs. Suivant en cela une démarche initiée par 
Renault (1988), nous proposons à l'inverse ici une présentation intrinsèque de 
l'ensemble des rendements disponibles qui rend, nous semble-t-il, plus transpa
rentes des propriétés usuelles comme le théorème des deux fonds communs de 
placement, la maximisation de la performance au sens de Sharpe et surtout les 
liens logiques entre les deux grands principes d'évaluation: celui du CAPM de 
Sharpe (1964), Lintner (1965) et Black (1972) d'une part, celui de l'APT de Ross 
(1976) d'autre part. Notons en outre que la présentation est dite intrinsèque parce 
qu'elle ne s'intéresse qu'aux propriétés de l'espace vectoriel des revenus attei-
gnables (sans référence à une base donnée de celui-ci) comme la présentation du 
modèle linéaire en économétrie est dite intrinsèque (voir par exemple Monfort, 
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1982 et Gouriéroux-Monfort, 1980) quand on ne s'intéresse qu'à l'espace vecto
riel des variables explicatives (et non à une liste définie de variables engendrant 
cet espace). Le lien entre théorie du modèle linéaire en économétrie et théorie du 
portefeuille sera détaillé en section 3. 

IA Le modèle 

Un actif financier est défini par le revenu qu'il procure à différentes dates et 
dans différents états de la nature. N'introduisant pas dans un premier temps la 
structure temporelle, on définira donc un tel actif par une variable aléatoire réelle 
y. On supposera toujours que le revenu aléatoire y est d'espérance et de variance 
finies, si bien que c'est un élément d'un espace de Hilbert L2(£,,4, II)1. 

La théorie du portefeuille s'intéresse aux revenus qu'un investisseur peut se 
procurer en combinant arbitrairement les titres disponibles sur les marchés 
financiers. Si l'on admet qu'il n'y a pas de limitation des ventes à découvert, cet 
ensemble de revenus atteignables constitue alors un sous-espace vectoriel S de 
L2(£, /I, II). La version traditionnelle de la théorie du portefeuille (Markowitz, 
1970; Sharpe, 1964) se limite au cas d'un nombre fini de titres de base. S est alors 
de dimension finie et par là fermé. La théorie moderne de l'évaluation par arbi
trage (Ross, 1976; Harrison et Kreps, 1979; Chamberlain et Rothschild, 1983) 
considère qu'il est possible de faire tendre le nombre d'actifs vers l'infini. 
Formellement, cela suppose que si (yn)nGlN* est une suite d'éléments de S conver
geant dans L2(£,,/f, II), la limite y de la suite (yn) appartient encore à S : c'est un 
revenu de portefeuille qu'il est possible de constituer. 

On supposera ainsi que S est un sous-espace vectoriel fermé de L2(£, ̂ , II) 
et qu'il est donc muni lui-même d'une structure d'espace de Hilbert. Par abus de 
langage, on identifiera les portefeuilles avec les revenus aléatoires qu'ils pro
curent, c'est-à-dire qu'on parlera directement d'un élément y de S comme d'un 
portefeuille. Cet abus de langage n'est pas gênant dans la mesure où, par absence 
d'opportunité d'arbitrage, deux portefeuilles procurant presque sûrement le 
même revenu ont nécessairement le même prix. On peut donc définir les prix des 
portefeuilles par une fonctionnelle P : S —» R. L'absence d'opportunité d'arbi
trage implique également que P doit satisfaire plusieurs propriétés : elle est 
linéaire (le prix d'un portefeuille est la somme des prix des titres qui le com
posent), et continue (si la limite des revenus procurés par une suite de portefeuille 
est nulle, la limite des prix de ces portefeuilles est aussi nulle). 

Enfin, si la variable aléatoire II (égale à 1 p.s.) appartient à S, on doit avoir 
P(II) > 0. On définit alors le rendement sans risque rF par la formule : 

1. L'espace L2(£ytA, U) des variables aléatoires réelles définies sur un même espace proba-
bilisé (£, /ly U) et de variance finie est muni du produit scalaire : 

(x,y) - Exy = cov (x,y) + Ex Ey 

Pour ce produit scalaire, L2(£,/4» II) est un espace de Hilbert et il est donc possible de définir 
une projection orthogonale sur tout sous-espace vectoriel fermé. 
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P(H) = - ! - . 

La dernière donnée du modèle est l'ensemble fini {fv...fK} de L2(£, ^ , 11) 
que Ton appelle l'ensemble des facteurs2 (potentiels). L'espace vectoriel engendré 
par ces facteurs (qui est donc de dimension finie) est noté F. 

1.2 Représentation de la fonctionnelle de prix 

On a vu plus haut que, par l'absence d'opportunité d'arbitrage, la fonction
nelle P était nécessairement une forme linéaire continue sur S. Par le théorème de 
Riesz (voir par exemple Choquet, 1973) on peut donc la représenter par le produit 
scalaire avec une variable aléatoire X. Remarquons bien que S étant lui-même un 
espace de Hilbert, on peut imposer que X soit dans S. Par ailleurs, P peut naturel
lement s'étendre à L2(£, /l, II) tout entier. 

Proposition 1 // existe un portefeuille X de S tel que : 

Vy e S P(y) = <X,y> = E (Xy). (1) 

Remarquons pour terminer que l'on peut écarter le cas inintéressant où X est 
colinéaire à la projection orthogonale de II sur S, que nous noterons y0. Dans ce 
cas en effet, le prix de tout actif est proportionnel à son espérance de valeur de 
liquidation 

3k,VyeS P(y) = kE(y). (2) 

Cela signifie que le risque des actifs n'est pas pris en compte dans leur éva

luation. Par exemple, dans le cas où il existe un actif sans risque, la constante k est 

égale au facteur d'actualisation et le prix de tout portefeuille est donné par 

l'espérance de son revenu actualisé. Ce cas trivial et irréaliste sera écarté du reste 
de notre article : on supposera donc que X n'est pas colinéaire à y0 = Projs (II). 

1.3 Caractérisation des portefeuilles MV-efficaces 

Par définition, un portefeuille MV-efficace est un élément de variance mini
mum parmi tous les portefeuilles de même prix p et de même revenu espéré |LL. Ce 
critère, proposé initialement par Markowitz (1970), est sensé traduire simple
ment le comportement d'aversion pour le risque des investisseurs. Remarquons 
toutefois qu'il n'est compatible avec la théorie de la décision en environnement 

2. L'idée d'un modèle factoriel de portefeuille est d'expliquer les revenus procurés par les 
titres financiers par un petit nombre de variables faciles à observer (les facteurs). Ces facteurs peuvent 
être eux-mêmes assimilables à des titres (par exemple des indices boursiers), des taux de change, des 
prix de marchandises ou des variables macroéconomiques (PIB, taux d'inflation). 
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aléatoire (Von Neumann-Morgenstern, Savage) que sous des hypothèses restric
tives : fonction d'utilité quadratique ou ellipticité des rendements (Ingersoll, 
1987; voir aussi section 3). 

L'unique portefeuille MV-efficace de prix p et de rendement espéré |Li est donc 
la solution du problème d'optimisation suivant3 dans S. 

min jE(y2) 

sous les contraintes 
m * <X,y>=/> (3) 

< H J > = JI (4) 

(p) est un problème d'optimisation quadratique sous contraintes linéaires, dont 
la solution y* est caractérisée par la condition du premier ordre : 

Vh e S L'(y*)/i = 0, (5) 

où L est le Lagrangien de (p) : 

L(y)=±E(y2)-vl{<Ky>-p}-v2{<Kyy>-iil 

et L'(y*)h est la dérivée de L en y* dans la direction h : 

L\y *) A = Hm 1 O * + * * ) - ^ * ) = E(y * h) _ V l£( AA) - v2E(h). 

Donc (5) peut s'écrire 

V/ie S <y* -v 1 X-v 2 H, / i> = 0, 

ce qui signifie exactement que y* est la projection orthogonale sur S du vecteur 
(V1X + V2II). Comme Xe 5, et comme la projection orthogonale sous un sous-
espace vectoriel est un opérateur linéaire, on en déduit que y* appartient au plan 
vectoriel engendré par les vecteurs X et y0 = Projs (U) : 

y* = V1Jl + v2y°. 

Les contraintes de £> fournissent un système linéaire de deux équations en 

(vpv2) : 

J < ll,y* > = V1 < I U > + V2 < ll,y° > = \i (6) 

1 < X,y* > = V1 < XyX > + V2 < X,y° >=p. (7) 
Comme X et y0 ne sont pas colinéaires, ce système a une solution unique. On 

a donc établi : 

Proposition 2 %> a une solution unique, qui est la combinaison linéaire entre X et 
y0 = Projs (II) définie par V1X, + v2y°, où V1 ef V2 sont caractérisés par les équations 
(6) et (7). 

3. Comme E(y) est fixé, minimiser var (y) équivaut à minimiser \ Eiy2) ce qui simplifie les 
calculs. 
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Ce résultat élémentaire a de nombreuses conséquences intéressantes sur le 
plan de l'interprétation financière. Tout d'abord si l'on relâche la contrainte (3), 
le multiplicateur V1 s'annule, et la solution de %> est alors colinéaire à y0. À espé
rance de revenu fixé, y0 fournit donc un revenu de variance minimum. Si l'on 
raisonne en terme de rendements, on voit donc que y0 constitue (ainsi que ses mul
tiples) un portefeuille dont la variance du rendement est minimum. Le cas le plus 
simple est celui où ce minimum est nul, ce qui signifie que II G S et que y0 = U. 
Nous nous placerons désormais dans ce cas : y0 est appelé le titre sans risque, et 

son prix est noté : . 
r l + rF 

Si l'on suppose que chaque investisseur détient un portefeuille MV-efficace, 
alors le portefeuille de marché y , défini comme l'ensemble de tous les titres 
offerts sur le marché (qui est aussi à l'équilibre l'ensemble de tous les porte
feuilles des investisseurs) est aussi MV-efficace. Comme l'offre agrégée de titres 
risqués est non nulle, y^ n'est pas colinéaire au titre sans risque y0, ce qui signifie 
que le couple (^,y0) constitue une base du plan vectoriel engendré par 1K et y0. 
Autrement dit, tout portefeuille MV-efficace est combinaison linéaire du titre 
sans risque (ou plus généralement du portefeuille dont la variance du rendement 
est minimum) et du portefeuille de marché. Ce résultat, connu sous le nom de 
two-mutual funds resuit (RoIl, 1977) implique que les portefeuilles MV-efficaces 
vérifient le modèle factoriel le plus simple, le Capital Asset Pricing Model, que 
nous exposons maintenant. 

1.4 Le Capital Asset Pricing Model (CAPM) 

D'après ce qui précède, tout portefeuille MV-efficace y est combinaison 

linéaire du titre sans risque y0 et du portefeuille de marché y*4. C'est aussi vrai pour 
,M 

y M y les rendements nets de ces portefeuilles R(y) = — 1 et R(y ) = ^ — 1 . 
P(y) P(y ) 

Par conséquent, la régression affine de R(y) sur R(^) ne contient pas de résidu : 

*(y) = P(yWO + a()0. (8) 

a(y) et P(y) sont donnés par les formules classiques : 

var(R(yM)) 

et 

OOO = E[R(y)] - P(y)E(J?(y")]. (10) 

Le CAPM s'obtient alors en remarquant que le rendement d'un portefeuille 
est égal à la somme pondérée des rendements des titres qui le composent, c'est-
à-dire que (8) peut aussi d'écrire : 

* OO = P(y W ) + (i - P(J))V (H) 
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Autrement dit 

a 00 = (l-PG0)rp 

ce qui implique finalement, en utilisant (10) : 

E[R(y)] -rF = POO E[R(yM) - rF]. (12) 

Proposition 3 Si le portefeuille de marché y** est MV-efficace, alors l'espérance 
de rendement excédentaire de tout portefeuille MV-efficace (ainsi que tout titre 
qui le compose) est égale au produit du coefficient de régression affine de R(y) 
sur R(y^f), par l'espérance du rendement excédentaire du portefeuille de marché. 

1.5 La droite de marché 

Une autre conséquence importante de la proposition 2 (et du CAPM) est que 
l'espérance du rendement excédentaire d'un portefeuille MV-efficace est propor
tionnelle à l'écart-type de ce rendement. En effet, si l'on a 

/?O0 = p/?O )̂ + (l-p)rF, (13) 

alors 

var(R(y)) = fP var (R(y*)), 

d'où 

def 
o(y) = ̂ varR(y)=$G(yM). (14) 

Par ailleurs, en prenant l'espérance de (13) et en tirant p de (14) on obtient 
l'équation de la droite de marché À : 

\i(y) = E[R(y)] = rF + R y / M / . o O O . (15) 

L'espérance de rendement d'un portefeuille MV-efficace est donc une fonc
tion affine de l'écart-type de ce rendement. On peut montrer facilement que, 
dans le plan (a, (i), l'ensemble décrit par le point (o(y),\i(y)) quand y parcourt S 
est un cône (cf. figure 1) dont la droite de marché À constitue le bord supérieur. 


