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Article abstract

The report shows mathematical model of diffusion and pollutants mass transport in rivers with transversal to main
movement direction velocity and turbulent diffusion coefficient gradients. The occurence of the mentioned gradients in
plane cross sections is a result of variable depth channel and stream interaction. The results of sample calculations using
microcomputer program and the results of mathematical model verification on laboratory model were shown. The
presented model serves to qualification of pollutants concentration distribution in rivers, below the outfall.

A mathematical model is based on differential equations of advection-diffusion. Fundamental equation includes real
dimensions of outfall and riversides reaction. To take into account the influence of flow velocity and turbulent diffusion
gradients, an intensity of transversal to the main flow direction diffusion flux was determined. An intensity of diffusion flux
which flows in any stream filament « I » depends on its coordinate, flow velocity and turbulent diffusion coefficient in this
stream filament. Basing on diffusion flux intensity equations with variable parameters vi and Di, a pollutant concentrations
field in a plane cross section was determined. To determine the influence of stream boundaries, the method of ratio of
concentration field in unlimited and limited by riversides stream was used. Using this method it is necessary to take into
account the symmetry of turbulent diffusion coefficient and velocity distributions related to boundaries which separate the
real stream from the imaginary streams situated beyond the boundaries. A condition of mirror reflection of turbulent
diffusion coefficient and velocity distributions is accounted for transversal diffusion flux reflection off impermeable
riverside and the change movement direction to reversal one.

Sample calculations were based on the example of river channel 30 m wide and the boundary outflow with real dimensions.
To express ex;)lici(ly the results of sample calculations and their analysis, a linear positive and negative diffusion coefficient
(range 1.5 10™ to 80 10 [ms?)) and velocity (range 0.2 to 0.8 [ms™) gradients were assumed. Negative gradients mean
decreasing flow velocity and diffusion coefficient with increasing y distance from the outflow. Positive gradient means
increasing magnitude of D (y) and v (y) with increasing y coordinate.

Quantities of turbulent diffusion coefficient were estimated on the basis of mathematical model verification at hydraulic
model described below. Sample calculations were dons using computer program « Gradient 2 ».

Basing on the analysis of testing results it was found out that the condition of concentration field continuity in the plane
cross-section, which was valid with nongradient flow, was not satisfied with the occurence of flow velocity gradient.
Negative velocity gradient causes a considerable increase of concentration field. The quantity of concentration field
increases with distance from outfall to cross-section. Comparison results of sample calculations with carried out earlier for
slot outfall shows lower concentrations field increments for mal dimension outfall. It is accounted for the presence of wedge
with concentrations equal to the initial concentration in outfall. Positive flow velocity gradient causes concentration field
decrease with the increase of distance between the stream plane cross-section and outfall.

The increase of concentrations field with negative flow velocity gradient is accounted for pollutants mass accumulation in
stream filaments, which flow with lower velocity. With positive gradient an increased pollutant mass advection process
occurs in stream filaments with higher velocity. Turbulent diffusion coefficient gradients do not change the quantity of
concentration field, but change distribution of pollutant concentrations. Negative gradient increases the slope of
concentrations distribution curve, increases maximum concentrations and decreases range of diffusion flux action. Positive
diffusion coefficient gradients decrease the slope of concentrations distribution curve by decreasing maximum
concentrations and increasing range of diffusion flux action.

Verification of mathematical model was clone using laboratory model of open channel. The conditions of dynamic similarity
of pollutant mass propagation processes on hydraulic model and river channel were determined. Conditions of similarity
were determined on the basis of identity of differential equations of advection-diffusion written for model end the real
object. Provided there is a similarity condition of processes of advection and diffusion which is the same Peclet number (Pe =
idem), the condition of flow similarity must be satisfied, which is the same Froude number (Fr = idem). Using the mentioned
similarity conditions between the model and the object a similarity scale of concentrations is determined. Concentrations of
pollutant mass in any stream point on hydraulic model are [, times larger than concentrations in corresponding river point,
where J'l is a scale of geometric similarity of model to object.

Verification measurements were carried out in laboratory channel 0.3 m in width and 5 m long. Flow velocity gradients
were generated by various depth of trapesium channel. Reynolds number was ranging from 2.6 10 to 2 10”%. Pollutants
were simulated by rhodamine B dye solution. Concentrations of rhodamine solution were measured using the spectral
colorimeter, equipped with instrument for measuring fluorescence with accuracy of 10 [N m™®]. The measurements of flow
velocity were done with using current flow meter, and the measurements of depth with the use of point limnimeter.
Turbulent diffusion coefficient was estimated on the basic of measured parameters by empirical relation Di = [_vi hi, where
J_is a proportionality coefficient, and its value is Jp = (0.7-1) 102, The results of measurements of tracer concentrations, and
results of mathematical model calculations show sufficient convergence for practical tanks. Maximum relative deviation of
concentrations reached 18 %. For the detailed investigation of mathematical model suitability, the next stage of verification
is predicted on the base of measurements in the natural channel, with gradient of flow velocity.

This document is protected by copyright law. Use of the services of Erudit
(including reproduction) is subject to its terms and conditions, which can be
viewed online.

https://apropos.erudit.org/en/users/policy-on-use/

erudit

This article is disseminated and preserved by Erudit.

Erudit is a non-profit inter-university consortium of the Université de Montréal,
Université Laval, and the Université du Québec a Montréal. Its mission is to
promote and disseminate research.

https://www.erudit.org/en/


https://apropos.erudit.org/en/users/policy-on-use/
https://www.erudit.org/en/
https://www.erudit.org/en/
https://www.erudit.org/en/journals/rseau/
https://id.erudit.org/iderudit/705136ar
https://doi.org/10.7202/705136ar
https://www.erudit.org/en/journals/rseau/1992-v5-n3-rseau3267/
https://www.erudit.org/en/journals/rseau/

REVUE DES SCIENCES DE L'EAU, 5(1992) 353-379

Modéle de transfert et de diffusion de masse
dans un écoulement, en présence

de gradients de vitesse et de gradients

du coefficient de diffusion turbulente

A diffusion an mass transport model
in stream with velocity
and turbulent diffusion coefficient gradients

J. BOCZAR1 , A. DOROBCZYNSKI1, J. MIAKOTO!

Regu le 8 décembre 1988, accepté pour publication le 10 décembre 1991,

SUMMARY

The report shows mathematical model of diffusion and pollutants mass
transport in rivers with transversal to main movement direction velotity and
turbulent diffusion coefficient gradients. The occurence of the mentioned
gradients in piane cross sections is a result of variable depth channel and
stream interaction. The results of sample calculations using microcomputer
program and the results of mathematical model verification on [abaratory
model were shown. The presented model serves to quzlification of pollutants
concentration distribution in rivers, below the outfail.

A mathematical model is based on differential equations of advection-
diffusion. Fundamental equation includes real dimensions of outfall and
riversides reaction. To take into account the influence of flow velacity and
furbulent ditfusion gradients, an intensity of transversal to the main flow
directien diffusion flux was determined. An intensity of diffusion flux which
flows in any stream filament « i » depends on its coordinate, flow velocity and
turbutent diffusion coefficient in this stream filament. Basing on diffusion flux
intensity equalions with variable parameters v, and D;, a pollutant
concentrations field in a plane cross seclion was deiermined. To determine
the influence of stream boundaries, the method of ratio of concentration field in
uni{imited and limited by riversides stream was used. Using this method it is
necessary to take info account the symmetry of turbalent diffusion coefficient
and velacity distributions related to boundaries which separate the real stream
fram the imaginary streams siteated heyond the dqundaries. A candition aof
mirror reflection of turbulent diffusion coefficient and velocity distributions is
accounted for transversal ditfusion flux reflection off impermeabie riverside
and the change movement direction to reversal one.

Sample cafculations were based on the example of river channel 3¢ m wide
and the houndary outflow with real dimensions. To express explicitly the

1. Ecole Polytechnique de Szczecin, Allée Piastow 50, 70-311 Szczecin, Pologne.
* Les commentaires seront regus jusqu'ab 30 mars 1993.
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resulls of sample calcufations and their analysis, a linear positive and
negative diffusion coefficient (range 1.5 10~ 3o 80 10~ 3 [ms~2]) and velocity
(range 0.2 to 0.8 {ms~ 1]) gradients were assumed. Negative gradients mean
decreasing flow velocity and diffusion coeflicient with increasing y distance
from the outflow. Positive gradient means increasing magnitude of D {y) and v
(y) with increasing y coordinate.

Quantities of turbulent ditfusion coefficient were estimated on the basis of
mathematical model verification at hydraulic model described below. Sample
calculations were done using computer program « Gradient 2 ».

Basing on the anaiysis of testing resalts it was found vut that the condition of
concentration field continuity in the plane cross-section, which was valid with
nongradient flow, was not satisfied with the occurence of flow velocity
gradient. Negative velocity gradient causes a considerable increase of
concentration field. The quantity of concentration field increases with distance
from outfalt to cross-seclion. Comparison results of sample calcolalions with
carried out earlier for slot outfall shows lower concentrations field increments
for real dimension outfall. It is accounted for the presence of wedge with
concentrations equal to the initial concentration in outfall. Positive flow
vetocity gradient causes concentration field decrease with the increase of
distance between the stream plane cross-section and outfall.

The increase of concentrations field with negative flow velocity gradient is
accounted for pollutants mass accumalation in stream filaments, which flow
with lower velocity. With positive gradient an increased pollutant mass
advection process otcurs in stream filaments with higher velocity. Turbulent
diffusion coefficient gradients do not change the quantity of concesntration field,
but change distribution of pollutant comncentrations. Nepative gradient
increases the slope of concentrations distribution curve, increases maximum
concentrations and decreases range of diffusion flux action. Positive ditfusion
coefficient gradients decrease the slope of concentrations distribution curve
by decreasing maximum concentrations and increasing range of ditfusion flux
action.

Verification of mathematical model was done using laboratory model of open
thannel. The condifions of dynamic similarity of poliutant mass propagation
processes on hydraulic model and river channel were determined. Conditions
of similarity were determined an the basis of identity of differential equations of
advection-diffusion written for model and the real object. Provided there is a
similarity condition of processes of advection and diffusion which is the same
Peclet number (Pe = idem), the condition of flow similarity must be satisfied,
whith is the same Froade number (Fr = idem). Using the mentioned similarity
conditions between the model and the object a similarity scale of
concentrations is determined. Concentrations of pollutant mass in any stream
peint an hydraulic model are .~y times larger than coacentrations in
correspanding river point, where 7, is a scale of geometric similarity of model

to object.

Verification measurements were carried out in laboratory channel 0.3 m in
width and 5 m long. Flow velocity gradients were generated by various depth
of trapasium channel. Reynolds number was ranging from 2.6 10-3 10 2 10-3.
Pollutants were simulated by rhodamine B dye solution. Concentrations of
rirodamine solution were measured wsing the spectral colorimeter, equipped
with instrument for measuring fluorescence with accaracy of 10-9 [N m~3]. The
measurements of tiow velocity were done with using currant flaw meter, and
the measurements of depth with the use of point limnimeter. Turbulent diffusion
coefticient was estimated on the basis of measured parameters by empiricai
relation Di = 7, v; h;, where £, is a proportionality coefficient, and its value is
Ly = (0.7 1) 10-2. The resulls of measurements of tracer concentrations, and
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RESUME

resvlis of mathematical model calculations show sufficient convergence for
practical tasks. Maximum relative deviation of concentrations reached 18 %.
For the detailed investigation of mathematical model suitability, the next stage
of verification is predicted on the hase of measurements in the matural

channel, with gradient of flow velacity.

Key-words : mathematical model, convection, turbulent diffusion, flow
velocity gradient, diffusion coefficient gradient.

Le travail présente un modéle mathématigue conceptuel de transfert et de
diffusion de masse destiné 3 I'étude des migrations d'effluents en riviére. Ce
madéle prend en compte I'existence d'écoulements cisaillés ainsi que la
présence de gradients de diffusion turbulente. If permet de calculer les
thamps de concentrations et les valeurs moyennes de conceniration a travers
toute section transversale de ['écoulement. La lecalisation et la taille relative
du rejet sont respectées. L'influence des rives sur les processus de
dispersion est prise en considération.

Pour quantifier I'influence des berges, une relation est établie entre les
concentrations calculées en écoulement de largeur infinie et les concentra-
tions an écoulement d'exiension limitée. La méthode utilisée est fondée sur
I'emploi d'un champ de vitesse et d'un champ de coefficient de diffusion,
symétriques par rapport A des lignes riveraines séparant le coarant nul d'un
courant fictif situé de parl et d"autre de ces limites.

Les résultats des tests du modéle mathématique, réalisés 3 l'aide du program-
me moniteur « Gradient 2 », sont présentés. Dans le cas d'éconlements cisail-
lés, on a constaté que 2 valeur moyenne de concentration d’effluent calculée
au travers de sections fransversales 2 'écoulement n'était pas une quantité
invariante tout au long de I'écoulement. Un gradient de vitesse négatif induit
une augmentationt de cette moyenne A mesure que I'on s'éloigne du rejet alors
qu'un gradient positif produit I'effet inverse. Un gradient du coeflicient de
diffusion turbulente détermine un changemest du profil de concentration a
'intérieur d'une seclion transversale doanée, sans en changer cependant la
valeur moyenne. Un gradient négatif augmente Ia valeur maximale de la
distribution des concenirations. Un gradient positif fait diminuer la valeur
maximale en aplafissant Fallure du profil.

Le modéle mathématique a ensuite 516 vérifié 3 I'aide d'vn modile physique.
Un modéle réduit respectant les similitudes d'écoulement a été biti. Les
gradients de vitesse du fluide et les gradients du coefficient de diffusion
étaient provoqués par l'introduction de tirants d'eau non wniformes dans
chagque section transversale. Les mesures réalisées ont permis d’estimer les
coefficients de diffusion turbulente.

Mots clés : modéle mathdmatique, convection, diffusion turbulenie,
gradient de vitesse d'écoulsment, gradient du cosfficient de diffusion.
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1 -INTRODUCTION

Les problémes de transfert et de diffusion de poliuants se posent souvent
dans les rivieres o existent des écoulements cisaillés présentant des gra-
dients horizontaux de vitesse ainsi que des coefficients de diffusion turbulente
non constants. Ces gradients qui peuvent étre définis dans toute section
transversale résultent de l'influence de la forme du it de la riviere sur
l'écoulement.

Des recherches antérieures, concernant I'étude des rejets continus
d'effluents ont montré que les gradients de vitesse exergaient une influence
significative sur les processus de transfert et de diffusion de masse. La compa-
raison des flux de masse & travers différentes sections transversales
successives en témoigne.

On a en effet constaté que si les flux de masse se conservent de section en
section en présence de profils transversaux de vitesse uniformes, il n'en est
pas de méme dans le cas des écoulements cisaillés ol les profils de vitesse
ne sont plus uniformes.

D'autres études menées par BOCZAR (1983) visaient & quantifier Iinfluence
des paramétres — vitesse d'écoulement et coefficient de diffusion — sur les
champs de concentrations en régime non permanent. Ces phénoménes non
permanents ont été étudiés sur une riviére située en aval d'un barrage. Il a été
conclu que les champs de concentration qui s'établissent dans un écoulement
non permanent en présence de gradients de vitesse et de gradients de
coefficient de diffusion sont essentiellement différents de ceux qui s'établissent
dans les écoulements permanents.

Le présent article rend compte des résultats relatifs & I'étude de l'influence
des gradients horizontaux de vitesse d'écoulement et des gradients de
diffusion sur les profils de concentrations en effluents rejetés dans une riviére.
Les différents processus sont supposés permanents et la variable temps
n‘apparaitra pas.

Cette étude a été conduite dans le cadre du « Programme central de
recherches fondamentales 03-09, méthodes d'analyse et d'utilisation des
ressources en eau ».

2 - EQUATIONS FONDAMENTALES

Le transport de polluants conservatifs est décrit par I'équation générale de
convection-dispersion que l'on peut écrire dans un repére rectangulaire
tridimensionnel sous la forme suivante :
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Q._S_q.n\ra_sz_a_ D 95

| \— i=xvyz (2.1]
ot axX ax | ax

v et S représentent des moyennes au cours du temps.

Cette équation repose sur le principe de conservation de la masse et sur
I'hypothése de Taylor selon laguelle la moyenne du produit des fluctuations
des variables concentration et vitesse est proportionnelle au gradient de
concentration moyenne, soit :
svi--p22 2.2]

d X

Ces phénoménes de transport ont été étudiés par TAYLOR {1954} pour
décrire la dispersion longitudinale dans un conduit cylindrique, et par
PATTERSON et al. {1956), FISCHER ({1967} et THACSON et al. (1967) dans le cas
d'un écoulement & surface libre dans un canal.

lls introduisent une simplification de {'équation [2.1] conduisant a la
formulation suivante :

95 ve3_p 5 [2.3]
at  ax ‘axt

ou D, (m2 s~ ) représente le coefficient de dispersion longitudinale.

Cette description menodimensionnelle est inadaptée & I'étude des riviéres
larges car elle suppose des profils de concentrations uniformes dans l'une
quelconque de leurs sections transversales. De fait on constate souvent sur
les rivieres larges gue les distances séparant les prises d'eau d'un rejet de
polivants éventuel sont souvent inférieures aux distances nécessaires a
I'obtention de profils de concentrations uniformes. Nous préférons donc utiliser
uns forme bidimensionnelle de I"équation de convection-dispersion qui tienne
compte des phénoménes de dispersion transversale.

Dans le cas d'un rejet permanent qui s'épancherait dans un canal
rectangulaire étroit ol I'écoulement est uniforme, I'équation [2.1] s'écrit sous la
forme suivante (VERBOOM, 1973 ; BANSAL, 1971) :

as s

Vax=P—=

ay

La direction x désigne alors l'axe longitudinal du canal et y la direction
transversale, perpendiculairemeant aux parois.

La solution analytique de l'équation [2.4], associée & la condition imposée
a la limite x = 0 : rejet permanent & concentration imposée situé a y = y, s'écrit
(CRAN, 1956 ; BANOAL, 1971):

Q.5 -y
Sy = S8 exp [— fﬂfyD—)S(,?v] [2.5]
2H/TIDxv

[2.4]
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Figure 1 Schéma du canal.
Schematic diagram of channel.

Q: S
En définissant la concentration équivalent S = Ii S t'expression [2.5]
¥
peut se réécrire sous la nouvelle forme :
2
S - vyo)
S (x, y) = ——————exp- [WC}‘ [2.6)
2/MDx/v Xiv

La solution analytique [2.6] a été comparée avec des résultats provenant
d'une résolution numérique de l'équation [2.4]. Le schéma explicite utilisé,
stable sous certaines conditions, a conduit & une approximation jugée satisfai-
sante. Néanmoins l'emploi de la solution analytique présente un intérét pra-
tique supérieur.

3. DEVELOPPEMENT DU MODELE MATHEMATIQUE

Dans le but de tirer parti de V'expression [2.6] pour I'éstude de problémes
concrets, nous modifions les conditions imposées a la limite x = 0 et
remplagons le rejet théorique ponctuel par un rejet distribué de maniére
continue & travers une surface de géométrie définie. Cette surface plane est
disposée perpendiculairement a fa direction générale de I'écoulement, et a
pour largeur 2 | et pour hauteur H. La concentration en polluant y est fixée a la
valeur S_. Cette surface est appelés surface initiale. L'axe x du référentiet est
orienté dans le sens de I'écoulement et I'axe y est perpendiculaire a I'axe du
canal. En utilisant un systéme de coordonnées Euleriennes, on peut définir a
tout instant « t » un champ de concentration dans la masse fluide, ainsi
qu'une grandeur scalaire de concentration A (s} en chaque section droite du
canal. Dans I'hypothése d'un régime d'écoulement permanent, les grandeurs
précédemment définies sont aussi indépendantes du temps (fig. 7).

La linéarité de I'équation [2.4] permet d'employer le principe de superposi-
tion afin d'cbtenir le champ de concentrations & I'aval du rejet étendu dont les
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caractéristiques géométriques sont celles d'un rejet réel. Cette distribution de
concentrations est donnée par l'expression suivante :
L
2
-0
exp — [ > |dy 3.1
L

Sy = 4Dx/v

S
p
2V HDxle

m

2
En utilisant 1a fonction d'erreur erf définie par erf (zn) = —J exp (- 7.2) dz
/11 ]
et en introduisant la nouvelle variable t = x/v, on obtient une nouvelle
formutation pour [3.1] : )

s _
S(x,y)=_p[eff{ L+y ]+erf( L-y ]] [3.2)
2 2 /Dt 2 /Dt

L'équation [3.2] permet de caiculer une distribution de concentration dans
un milieu Mlimité latéralement. Pour tenir compte de la présence des berges de
la riviére, il est possible d'utiliser la méthode des images symétriques, et le
principe de superposition.

Une autre méthode, plus grossiére, consiste a multiplier les résultats
foumis par ia relation [3.2] par le coefficient B précisé ci-dessous :

o

S dy

(3.3]

Le régime d'écoulement étant permanent et les profils de vitesses uni-
formes, ia grandeur L = s dy se conserve tout au long de I'écoulement et
l'on obfient la relation suivante :

+bg

L(S)=p Sdy=2LS, [3.4]
_br

L'estimation du coefficient D ainsi que la vérification des résultats produits
par ia solution [3.2], modifiée par la prise en compte du coefficient B, ont été
effectuées sur la Notec, rivitre du bassin de I'Oder en Pologne (BOCZAR,
1983). Cependant, I'équation [3.2}, établie pour une vitesse d'écoulement
moyenne constante V et un coefficient de dispersion unique D, ne permet pas
d'étudier les rividres naturelles ol les écoulements présentent souvent des
profils transversaux de vitesse non uniformes ainsi que des gradients du
coefficient de dispersion.
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Nous présentons ci-dessous un essai de prise en considération de ces
cisaillements dans un modéle de dispersion des polluants. Ce modéle est
basé sur la solution [3.2] transformée de fagon & rendre compte des échanges
diffusifs qui s'établissent entre les différentes veines de I'écoulement.

Pour quantifier les échanges transversaux, l'écoulement est discrétisé en
filets élémentaires de largeur Ay, indices respectivementi=0,1,2, ..., m, -1,
-2, ..., —n (fig. 1). En supposant gue la vitesse et le coefficient de diffusion
sont constants et respectivement égaux a V, et D, on peut définir la
concentration dans le filet d'indice i & partir de I'expression {2.1] grace a la
transformation [3.5], dans laquelle t, = XV :

et olt S, désigne la concentration dans le filet « 0 » situé sur l'axe du rejet
et est donné par :

st =5 er [ [3.6]

L
Yol

Le coefficient X, désigne le coefficient de réception du filet i et vaut :

L+y, L-y,
erf[-—-——-—]ﬂarf[——]
2 /Dt 2 /Doto 3.7]
1
2erf ———

2 /D,

Dans cette derniére formule, l'indice i peut varier comme suit :

2 =

i=1,12,..,i,s,..,m-1,-1,-2,..,-i,-r,..,—n

En admettant que le systéme de coordonnées se déplace a la vitesse
moyenne de I'écoulement, on constate que le polluant migre perpendiculaire-
ment a la direction générale de I'écoulement, sous l'effet du gradient de
concentrations. L'intensité du courant diffusif qui passe du filet {0) au filet
indicé i s'écrit
3D
[3.8]

J(E?,)i == Do
ay,;

En utilisant l'expression [3.5] :

L +y, L -y,
erf + ert
s!o)___s(o) 2\/ Doto 2\/ Doto

] v}
2erf——
2 /Doto
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on obfient pour [3.8] :

{0}
, 2ef ——— ayi 2\/ 2\/ Doto
2/D°to
D, S, (L+mf—u—mf o 2
gm s7?

4Dt
/TID,
2 ox to

Si yi = 0 on obtient :

(o}
J(o) _ Do So
Do~ L
2 erf I1 D, t,
2 /Dyt

Dans le cas de I'existence d'un gradient de vitesse d'écoulement l'intensité
du courant diffusif s'écrit :

m D, So’ rt+wf-(t~mf}
Jdpi=- exp —

4D t 3.9
2erf /I10, 1 e (3.9]
2./D,4
De méme, I'expression de la concentration en polluant devient :
(1) ) {0} gul1)
Si'=- Do JJ Ay, =S, &, [3.10]

avec

) e rm)
(e

La présence d'un profil de vitesse non uniforme dans les sections transver-
sales de {'écoulement exerce une influence notable sur la dispersion de
I'effluent ce qui se traduit, relativement & la quantité L {s) dans chaque section,
par une inégalité du type :

%=

L (") > L (8o} [3.12]
ou L{S(M <L (St
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ol L (S)) représente la somme suivante :

L {Si)=A-§)-{ (5,+28,+...+5,) +2—y(80+2 S 4+...+8_) [3.13]

Linfluence des berges peut étre définie d'une fagon identique & celle qui a
déja été utilisée lors de I'établissement de la relation [3.3]. Les distributions de
vitesses virtuelles V (y} et de coefficients de diffusion D (y} fictifs affectés aux
courants virtuels, de part et d'autre des limites latérales de Fécoulement réel
(fig. 2), contribuent & ce calcul d'influence, en créant des courants diffusifs
transversaux issus des rives imperméables.

i 4~ 5 Yi

Figqure 2 Distributions de vitesse d'écoulement dans fe courant réel et dans les
courants images.

Flow velocity distribution in real and in imaginary stream.

Dans I'hypothése d'un écoulement non cisaillé, on peut donc définir
I'expression de la concentration en effluent dans chacun des filets i d'un écou-
lement d'extension latérale limitée par la formule suivante :

(0)
L (s®)
87 =8 — [3.14]
A (S
ol A (S°) représente la somme suivante :
A
A= (8,428, + . 428+ ..+8)  13as]

Ay I Iy
+—2——(S‘,+28_,1 +...+28_ +...+5_, +?2—(Sis+Ss)+-é-(S_ir+S_r)

Si l'écoulement présente des profils transversaux de vitesses non uni-
formes i'introduction de l'effet des rives sur la dispersion conduit & I'expression
suivante des concentrations en effiuent d'un filet d'indice i :

L (s

3 _ o1
57=8
A (Sim)

i i

[3.16]
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Remarquons que Fon peut établir les relations suivantes :
A (S@) =L (S9) [3.17]
A (S =L (8) [3.18]

L'analyse d'un écoulement présentant des gradients de vitesse, mais ol le
coefficient de diffusion turbulente Di est maintenu constant et égaf & D, ne sert
uniquement qu'a établir des comparaisons d'ordre numérique. En effet les
gradients de vitesse et les gradients de coefficient de ditfusion turbulente
existent simuttanément dans la réalité.

be précédentes études (BOCZAR ef al., 1987) ont permis de constater que
l'existence d'un gradient du coefficient de diffusion Di ne medifiait pas les
quantités L (S) et A (S) tout au long de I'écoulement, mais induisait seulement
des profils de concentrations différents a l'intérieur des sections transversales.

Une vateur négative de ce gradient implique une augmentation du maxi-
mum du profil de concentration et des pentes plus marquées, tandis qu'une
valeur positive de ce gradient conduit 4 des distributions de concentration plus
aplaties.

Le courant diffusif qui passe vers le filet i a pour intensité la quantité sui-
vante :

4
JD, i~

D, s . [ L+y)’-(L- yi)z] [3.19]
L a 4Dt
erf [__] /TID Y, i
2 /D,
et ia valeur de la concentration en ce filet numéro i est de :

S/ = 8,0 %@ [3.20}
avec

L+y, L-y
ed[ ]+eﬁ( J
2 /0t 2/Bi% (3.21]
2er L
7=

Tout comme en [3.7], l'indice i peut varier suivant :
i=1,12,..,i,8.,m-1,-1,-2, ., —i,—f,..,-n

A

L'existence d'un gradient du coefficient de diffusion n'influencant pas les
grandeurs des quantités A (S} et L (8) dans une section droite donnée, nous
pouvons déduire I'expression des concentrations en une section donnée par
la relation [3.22] :

Ls!™

SR e
L(Si7)

(3.22]
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ou L{S5®) =L (5 {3.23]

Enfin, en considérant I'effet des rives sur un écoutement présentant des
gradients de vitesse et de coefficient de diffusion turbulente, on obtient e
champ de concentration par la relation :

L (s (3.24)

st - g® "
A (s®)

Comme précédemment, nous remarquons que A (S,8) = L (§(3).

4 - RESULTATS DES TESTS DU MODELE MATHEMATIQUE

Les données qui ont été utilisées pour tester et analyser le modéle mathé-
matique sont rassemblées dans le tableau 1. Ces données décrivent des
profils de vitesse non uniformes et les différentes valeurs du coefficient de
diffusion turbulente qui ont été affectés aux différents filets de I'écoulement. Le
rejet de polluants est situé sur le bord de la riviere (fig. 3) et a pour dimensions
2 | = 0,6 m. Les autres paramatres ont été fixés aux valeurs suivantes :

I,=17m
lL=1=03m
Sp=1009m-3
Ay=2m
lg
e |
I 5 I B : : sls
ry
]
7 | g
7 |
4 .7
A FTTTTTTITTT . /TT rTTT1
L.illlillllllé ' fu’giilll"
LL|I||I|]|V, [, Lj‘lli
gy L
iy Z
A4 o
A v

Figure 3  Schéma de distribution de vitesse d'écoulement admis au test du
modéle mathématique.

Schematic diagram of flow velocity distribution used in sample calcula-
tions.
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Les profils de concentrations ont été calculés aux abscisses x = 200 m,
300 m, 400 m, 500 m et 600 m (x désignant I'éloignement de la section de
calcul & la section initiale o a lieu le rejet).

Afin d'obtenir une interprétation plus aisée des résultats, les différents
gradients intervenant au cours de la modélisation sont supposés linéaires,
positifs ou négatifs, tout au long de la riviere. Le coefficient de diffusion
turbulente (tableau 1) a été estimé & partir de la relation empirique {5.11], elle-
méme établie d'aprés les mesures recueillies sur le modale réduit.

Tableau T Données initiales pour tester le modéle mathématique. Gradients
négatifs/positils de vilesse d'écoulement et du coefficient de la diffusion.

Table 1 Input data to mathematical model testing. Positive/negative gradients of
turbulent diffusion coefficient and flow velocity.

iowm owmsy R gm vy R
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EEEE I A
I R
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U U - 3 60 gas s
Cow B E e oE
c w302 s e M &
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La premigre constatation concerne l'effet d'un profil de vitesse non
uniforme. Un gradient négatif entraine un accroissement significatif de la
valeur moyenne de la concentration & travers des sections successives de
Iécoufement. Pour s'en convaincre, il suffit d'analyser les répartitions de
concentrations obtenues dans un courant sans gradients d'une part, et celles
que Y'on a calculées en introduisant un gradient de vitesse d'autre part (fig. 4).
La figure 5 montre I'évolution de la quantité A (S} en fonction de l'abscisse x.
La quantité A (S} croit, dans cet exemple, & mesure que l'on s'éloigne du rejet.
En prenant pour référence les valeurs que l'on peut calculer dans un
écoulement uniforme, cet accroissement s'éléve a 24 % dés 200 m et atteint
35 % aprés 600 m : on peut toutefois constater que cet accroissement est
moins marqué dans le cas d'un rejet fictif (BOCZAR et al., 1987) que dans le cas
présent d'un rejet dont les dimensions et les caractéristiques sont plus
proches de la réalité.

S
>p

Q044

0034

0.0

AREERRRRRERERSY

y; [m]
0 7 qQqos " 008 Q1  G® 020 02 028

Figure 4 Distributions de concentrations calculées dans les sections transversa-
les de la rividre. S{* : concentrations en présence de gradients nég -
tifs ; S(5) : concentrations dans un courant sans gradient ; S,(8 :
concentrations en présence du gradient négatif v,.

Calculated concentration distributions in river cross-sections. S!“)
concentrations with negative gradients of v; and D;; §{5) : concentra -
tions in non-gradient stream ; Sf6) ; concentration with negative gra-
dient of v,
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L'effet d'un gradient négatif du coefficient de diffusion turbulent est de
diminuer la portée du courant diffusif transversal et d'augmenter la valeur
maximale des profils de concentration a l'intérieur des sections transversales.
Cette augmentation s'éléve a 33 % de la valeur obtenue sans gradients.

Inversement, un gradient transversal positif de vitesse d'écoulement pro-
voque une diminution de la quantité A (S} par rapport a la valeur que l'on
aurait dans le cas d'un écoulement uniforme. Cette diminution atteint 15 %
aprés 200 m et 22 % aprés 600 m parcourus depuis le rejet {fig. 5 et 6). De
méme l'action d'un gradient positif du coefficient de diffusion turbulente est de
modifier l'allure des profils de concentrations dans une section donnée en les
aplatissant. Les maximums de ces profils diminuent de 56 %. Corrélativement
le rayon d'action du courant diffusif augmente. Rappelons que les gradients de
coefficient de diffusion turbulente ne modifie en rien les valeurs des mesures A
(S) et L (S) dans chacune des sections transversales du courant.

AlGme)
1
80.
751
601 P
3 [m]
45 xtm

200 300 40 500 600

Figure 5 Changement du champ de concentrations dans les sections transversa-
les de Ia rivigre. 1: champ en présence de gradients négatifs v;; 2:
champ dans un courant sans gradient ; 3 : champ en présence de gra-
dients positifs v;.

Variation of pollutant concentration field in river cross-sections. 1 : field
with negative gradients ; 2 : field in stream without gradient; 3 : field
with positive gradients.
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Distributions de concentrations calcuiées dans les sections transversa-
les de la rivigre. S%) : concentrations en présence de gradients positifs
vietD,; 50 : concentrations en présence de gradients positifs v;.

Calcuilated concentrations distributions in river cross-sections. 8(4)
concentration with 6posmve gradients ; S5 : concentration in stream wi-
thout gradient ; $16) : concentration with posmve gradients of v,

5 - VERIFICATION DU MODELE MATHEMATIQUE

La verification de la validité du modéie mathématique a été obtenue a
Faide d'un modéle reduit de riviere, plus facile & metire en place qu'une
campagne de mesures en rividre naturelle. Les résultats des études menées
sur la convection ou la diffusion de polluant obtenus & I'échelle du modéle



Transfert st diffusion de masse dans un écouvlement 369

réduit peuvent en effet &tre étendus & I'échelle naturelle a condition de respec-
ter certains coefficients de similitude dynamique. Ces conditions de similitude
peuvent étre établies A partir de I'équation de convection-dispersion {2.1]
écrite pour le modéle réduit, et de |'équation correspondante écrite avec les
variables propres au systéme naturel.

En respectant les conditions de similitude géométrique et cinématique et
en se basant sur les conditions de similitude de fa diffusion turbulente on
construit le nombre adimensionnel de Peclet suivant ;

VL
Pe=— {5.1]
D

En plus de catte condition de similitude des phénoménes dispersifs [5.1],
les conditions de similitude de I'écoulement doivent aussi étre respectées
pour que les écoulements en riviere et en modéle réduit puissent étre compa-
rés.

La base de I'établissement de cette derniére condition est |'équation
différentielle qui décrit un écoulement turbulent quasi-permanent, & laquelle
on ajoute I'éguation de continuité :

I + K — i=xy,Z;j=%XVv.2 [5.2]
Jat % pax -K'ax.

| [5.3]
La similitude cherchée s'exprime alors par la conservation des nombres

adimensionnels suivants, lorsqu'on passe du modéle réduit 4 I'écoutement
naturel :

nombre de Froude : Fr= [5.4]
Lg
nombre de Peclet : vV,
Pe=— (5.5]
K
Vi
Remarque : Les nombres de Peclet calculés lors du transfert de mouvement Pe=— etlbrsde
K

V,
la dispersion du polluant Pe= £ sont égaux dans le cas de polluants conservatifs.
D

A l'aide des conditions de similitude précédemment établies, il est mainte-

nant possible de construire le facteur d'échelle £, =S§ qui permettra de pas-

des concentrations relevées sur le modéle réduit aux valeurs correspondantes
dans I'écoulement réel.
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La solution analytique de l'équation de convection-dispersion ralative a
'écoulement en canal naturel s'écrit sous la forme suivante :

[ 2
S=—P _ exp (— —K—J [5.6]
VIID X /v 4 D'x/v
La méme solution relative au modéle réduit s'écrit :
[ 2
§=—— % exp[__yl__] (5.7}
VIIDx/v 4 Dx/v

Apras lintroduction des échelles de similitude £, £ et £ calculées
comme .7, an obtient une nouvelle expression de S':

s Y VR, N
S = p exp[ 2 DL l:l [5.8]
SN LD 6t L, xlv 4 £.D-L1L,-xIv
L'échelle des concentrations £, peut alors étre calculée telle que :
2
s 1 YL -sLpL ! 2,
sT TS ————— exp [5.9]
S J4&H-4ls, 4 LpD- 414, xlv

Tenant compte de ia conservation des nombres de Froude et de Peclet on
obtient £y = V2 et £ = £, 32, ce qui permet de simplifier 'expression [5.9]
en:

Ly=—=— (5.10]

La concentration en un point quelconque de I'écoulement du modéle réduit
est donc £, fois plus grande que la concentration correspondante dans le
canal naturel. Ce facteur d'échelle est en particulier appliqué dans la section
initiale de {'écoulement ol se produit le rejet d'effluents.

Présentation du modéle réduit sur lequel a 616 vérifié le modéle mathématique
(fig. 7}

Il s'agit d'un canal en plexiglas de longueur égale a 5 m et de largeur
0,3 m. Les vitesses d'écoulement varient de 0,095 m s~1a 0,265 m s~ !
{tableau 2). Ces profils de vitesse ont été provoqués par lintroduction d'une
section droite trapézoidale. Les tirants d'eau varient de 0,027 m a 0,086 m.
Les mesures de tirant d'eau ont été effectuées a l'aide d'un limnimeétre a
pointe, et un micromoulinet hydrométrique a permis la mesure des vitesses
d'écoulement. Le nombre de Reynolds de I'écoulement a varié de 2,6.10% 4
23.103 au cours des essais prélevés en deux exemplaires dans 5 sections, sur
11 verticales, & raison de 5 points par verticale. Ces 5 sections de mesures
avaient respectivement 1,9 m, 24 m, 29 m, 34 m et 3,9 m pour abscisse,
Forigine étant fixée au droit du point d'injection de lindicateur coloré.
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L'utilisation d'un colorimétre spectral « Specol » capable de mesurer la
fluorescence a permis la mesure des concentrations en rhodamine avec une
précision de 10-7 gm~3,

Figure 7 Modéle réduit.
Hydraulic model.

Les gradients de vitesse obtenus dans les expériences « 1 » et « 2 » ont
été approchés par des distributions lingaires que I'on a rapportées dans le
tableau 2 et sur la figure 8. Ces coefficients de distribution turbutente ont été
estimés au cours de l'expérience « 1 » & partir des vitesses d'écoulement
mesurées et calculées, moyennées sur la verticale, des concentrations du
traceur et de la relation empirique suivante :

D,= £, V,h, [5.11]

dans laquelle le coefficient de proportionnalité 7, varie entre 0,7.10-2 et 10-2.
La linéarité des gradients du coefficient de diffusion turbulente a été admise
de méme que cela a été supposé pour les distributions de vitesse.

Ces résultats présentés sur les figures 9 st 10 montrent des écarts relative-
ment faibles entre les mesures de l'expérience « 2 » et les courbes calcuiées
a taide du modéle mathématique. Ce résultat est jugé satisfaisant, et les préci-
sions atteintes suffisantes pour aborder les problémes pratiques. L'erreur rela-
tive maximale relevée sur les concentrations atteint 18 %. Afin de confirmer la
validité de ce moda&le analytique, une seconde étape de vérification est pré-
vue. Elle consistera en une comparaison avec des mesures de concentration
relevées dans une riviere o0 existent des gradients de vitesse d'écoulement.
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diffusion D (y}, ont été, comparées aux résultats fournis par les tests du modéle
présentés au chapitre 4. Ces résultats sont présentés sur les figures 11 et 12.
Les différences de maximum des profils de concentration S_{5) et S (6)
s'expliquent par les réactions des bords et des distributions asymétriques de
la vitesse d'écoulement dans le canal.
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Figure 8 Schémas de distribution de vitesse d'écoulement et situation de rejet de

poliuants sur le modéle réduit.

Schematic diagrams of flow velocity distribution and poliutant outfall

placement on hydraulic model.



374 REVUE DES SCIENCES DE L'EAU, 5(3), 1992 J. Boczar et al.
S
Sp
0101
Q
T T T ¥ T T T T x T T Yi [m}
-004 0 004 008 a2 016 0.20
Figure 9 Distribution de concentrations dans les sections transversales du modé-

le réduit dans le cas de gradients négatifs de vitesse et du coefficient de
diffusion turbulente :

—— concentrations calculées,

00 concentrations mesurées 4 la distance x = 3,9 m de rejet,

0000 concentrations mesurées 4 la distance x= 1,9 m.

Concentrations distribution in model cross-sections with negative turbu-
lent diffusion coefficient and flow velocily gradients :

— calculated cancentrations,

xxxx concentrations measured at distance x = 3.9 m,

0000 concentrations measured at distance x = 1.9 m.
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Figure 10 Distribution de concentrations dans les sections transversales du modé-
le réduit dans le cas de gradients positifs :
— concentrations calculées,
XXxx concentrations mesurées 4 la distance x = 3,9 m de rejet,
0000 concentrations mesurées 2 la distance x = 1,9 m.
Concentrations distribution in modal cross-sections with positive gra-
dients :
—— calculated concentrations,
XXxx concentrations measured at distance x = 3.9 m,
0000 concentrations measured at distance x = 1.9 m.

il faut enfin remarquer que l'évolution des valeurs moyennes de
concentration de polluants (Fig. 13) est moins marquée dans le cas du canal
du fait des gradients de vitesse faibles (0,09/0,265 m s-1), et que la longueur
relativement courte du modéle réduit, comparée aux longueurs utilisées lors
des vérifications numériques du chapitre 4, minore encore cet effet.

CONCLUSION

Le modéle mathématique proposé peut étre utilisé pour prévoir le champ
de concentrations en polluant dans une riviére soumise en un lieu donné & un
rejet d'effluents, et présentant des gradients horizontaux de vitesses d'écoule-
ment et des distributions non uniformes du coefficient de diffusion turbulente.

Le modele tient compte des conditions limites correspondant aux situations
réelles. Le rejet n'est pas ponctuel, mais étendu, et les rives exercent une
influence sur les phénoménes de dispersion des effluents.
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Le coefficient de diffusion turbulente sur lequel est fondé la vérification du
modéle mathématique a été estimé a parlir de mesures obtenues sur un
modéle réduit et il est d'un ordre de grandeur supérieur & celui qui a été
estimé a partir d'un écoulement uniforme ne présentant aucun gradient.

La loi de conservation de 1a mesure de concentration moyenne A (S)
calculée dans différentes sections transversales n'est pas respectée dans le
cas d'un écoulement non uniforme. Les gradients de vitesse négatifs induisent
un accroissement de cette quantité tandis que des gradients positifs la font
diminuer au fur et 4 mesure gue 1'on s'éloigne du rejet. Toutefois ces varia-
tions sont moins prononcées que celles qui avaient été remarquées lors
d'études précédentes (BOCZAR ef al., 1987). Ceci est di & une plus faible
intensité du courant diffusif transversal régnant au niveau des filets d'écoule-
ment situés sur 'axe du rejet réel simulé.
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Figure 11 Distributions de concentrations calculées pour le modéle réduit. S{4) :
concentrations en présence de gradients négatifs v; et D;; 5,(5}: con -
centrations dans un courant sans gradient ; S8 : 'concentrations en
présence du gradient négatif v;.

Calculated concentration distributions on hydraulic model. S{4) : con-
centrations with negative gradients of v, and D,; Sf5) : concentrations in
stream without gradient ; S{6/ : concentrations with negative gradient
of v,
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Figure 12 Distributions de concentrations calculées pour le modéle réduit. S14 :
concentrations en présence de gradients posilifs v, et D, ; s.5) . concen—
trations dans un courant sans gradient ; S;(6) : concentrations en pré-
sence du gradient positif v;.

Calculated concentration distributions on hydrautic model. 5{%) :
concentrations with positive gradients of v; and D;; Sf5) : concentra -
tions in stream without gradient ; S£6) : concentrations with positive gra-
dient of v,

La présence d'un gradient du coefficient de dispersion détermine des
changements dans les distributions de concentration de polluants par rapport
aux profils existant dans un écoulement dépourvu de tels gradients. Un
gradient positif de la grandeur D (y) implique une diminution du maximum des
concentrations et provoque un allongement et un aplatissement du profil de
concentrations. Un gradient négatif contribue au processus de dispersion en
faisant augmenter la valeur maximale et en augmentant les pentes des profils
de concentration. Ces résultats sont similaires & ceux précédemment cbtenus
lors d'études semblables dans le cas de rejets fictifs continus.

Une premiére vérification du modéle mathématique de convection-diffusion
de polluants a pu étre réalisée 4 l'aide d'un modele réduit. La reproduction
des nombres de Peclet et de Froude assurent les conditions de similitudes
dynamiques des phénoménes de convection et de diffusion turbulente des
polluants entre le modéle réduit et |a situation réelle. Les concentrations en
traceur non réactif en un point quelconque de I'écoulement en modéle réduit
sont £, fois supérieures aux concentrations correspondantes dans la riviare
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naturelle simulée, £, étant le facteur d'échelle géométrique permettant de
rapporter les longueurs réelles aux longueurs correspondantes sur la

maquette.
A(S}Gm¥Z)
0.721 1
0,711
0,701
0.691
060} = 2
0s8]_
0571
0561
0551
x[m}
054 r y T T
> 19 - 2h 29 3.4 39
Figure 13 Changement du champ de concentrations mesurées sur le modéle
réduit : 1: champ en présence de gradients négatifs ; 2 : champ dans
un courant sans gradient ; 3 : champ en présence de gradients positifs.
Variation of pollutant concentration fieid on hydraulic model. 1 : negative
gradients ; 2. stream without gradient; 3 . positive gradients.
Notations
AS) [gnr9 mesutre de ia concentration moyenne transversale dans
une section de courant limitée
B [m] largeur au miroir
b.b, im] distances entre l'axe du rejet et les deux rives
D [m2s1] coefficient de dispersion turbulente transversale
Fr nombre de Froude
g [ms2 accélération de la pesanteur
H [m] tirant d'eau dans la section du rejet
J perte de charge
Jy [am~2 s-1] intensité du courant diffusif
i numéro d'ordre d'un filet fluide &lémentaire
K m2s-1] viscosité turbulente
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L(S) [gm? mesure de la concentration moyenne transversale dans
une section de courant illimités

21 [m] largeur du rejet a l'origine

I indice du filet fluide jouxtant le rejet

m,n indices des filets fiuides dans lesquels les concentrations
sont négligeables

Pe nombre de Peclet

P [N m2] pression hydrostatique

Q, fm3s-1) débit de Veftluent

r.s indices des filets fluides le long des rives

S [gm3 concentration

S, {gm~3 concentration initiale au droit du rejet

1 {s] temps

v [ms 1] vitesse d'écoutement

Ay [m] distance séparant deux filets voisins

£ échelle de similitude dynamique

& coefficient de réception des polluants
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