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RESSOURCE EPUISABLE CONTRE
RESSOURCE RENOUVELABLE: LE CAS DU
GRAVIER ET DU VIN DANS LE BORDELAIS*

Jean-Pierre AMIGUES
GREMAQ — UA. 947 — CNRS
Université des Sciences Sociales de Toulouse

L’exploitation d’une graviére a pour effet d’altérer irrémédiablement les poten-
tialités économiques de la surface. Le gravier, ressource non renouvelable, est en
concurrence avec le vignoble, ressource renouvelable. On examine I'allocation
intertemporelle de ces deux ressources dans le cas de marchés concurrentiels
parfaits.

Exhaustible versus non exhaustible resources : the case of gravel and vineyard in the
Bordelais. — The exploitation of a gravel pit destroys the economic potentialities of
its surface. Gravel, an exhaustible resource, competes with vineyard, a non ex-
haustible one. The intertemporal allocation of those two resources is examined
here under the assumption of perfect competition.

INTRODUCTION

L’exploitation d’une ressource non renouvelable a généralement peu
d’influence sur des activités économiques s’exercant dans son environne-
ment immédiat, soit parce qu’elle s’effectue dans un milieu naturel sans
potentialité économique significative (exploitation pétroliere au Moyen-
Orient ou en mer du Nord, par exemple), soit qu’elle n’intéresse que le
sous-sol (extraction miniére par puits). Toutefois I'extraction d’une res-
source en terre peut avoir pour effet d’altérer irrémédiablement les
potentialités économiques de la surface. Ce type de probleme s’est posé en
Gironde ou I'exploitation des graviéres en pleine terre se heurta a de vives

* Je tiens a remercier le programme PIREN pour son soutien financier, Michel Mo-
reaux et Jean-Jacques Laffont pour leurs conseils. Toutes erreurs ou omissions sont de mon
entiére responsabilité.
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résistances de la part des organisations agricoles et plus particulierement
des viticulteurs de la région de Bordeaux pour qui le développement des
extractions de matériaux de carriére constituait au moins a terme une
menace grave pour un vignoble réputé.

A défaut de réaménagements importants sur le site, et d’'un coit
prohibitif, I'extraction rend généralement impossible la reprise d’'une
activité agricole. L’exploitation du gravier, ressource non renouvelable,
s’accompagne donc d’un processus de disparition progressive d’une acti-
vité agricole (exploitation d’une ressource renouvelable), Ia viticulture,
spécifique en raison de la qualité du produit, a la région de Bordeaux.

On montre qu’au moins dans un cas certain, sous certaines hy-
pothéses, un systeme de marchés concurrentiels parfaits pour les deux
ressources est susceptible d’évoluer en équilibre intertemporel. D’autre
part, on montre que cet équilibre est unique et réalise une allocation
intertemporelle des ressources optimale au sens de la maximisation du
surplus social net actualisé lorsqu’il existe un taux d’actualisation social,
constant et positif, égal au taux de l'intérét a I'équilibre sur le marché des
capitaux supposé concurrentiel parfait.

I est intéressant de remarquer que dans ce cas, la non-convexité des
plans de production intertemporels n’empéche pas I'existence d’un équi-
libre. On montre également que I'exploitation du stock de ressource non
renouvelable peut étre incompléte auquel cas la durée d’extraction est
nécessairement infinie. Sous certaines conditions suffisantes on montre
I'optimalité d’un tel sentier d’extraction de durée infinie.

Le parametre du taux d’intérét joue un role crucial dans ce type de
modele dynamique. On montre que les effets d’'une variation du taux
d’intérét sur les sentiers d’équilibre des prix des ressources sont ambigus
et dépendent en particulier des valeurs relatives des pentes des fonctions
de demande des ressources.

Cet article est divisé en quatre sections. La premiére section constitue
une présentation du modéle et des hypotheses utilisées. L’étude du sen-
tier d’équilibre du prix du matériau et de ses principales caractéristiques
fait 'objet de la seconde section. Le probléeme de I'optimalité d’un tel
sentier est traité dans une troisi¢éme section. Une analyse de dynamique
comparative du sentier d’équilibre lorsque le taux d’intérét varie est
effectuée a la quatriéme section.

Section 1: LE MODELE

Considérons un gisement de gravier présentant les caractéristiques
suivantes : le matériau est contenu le long d'un segment de droite ayant
pour origine une ville, unique centre de consommation du gravier
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(point 0 dans I’échelle des distances), et pour extrémité L. La densité du
matériau est supposée constante, et égale a un par un choix approprié des
unités de mesure, i.e. chaque point du segment [0,L] est susceptible de
fournir une unité de ressource. Notons 1 la distance a la ville d’un point 1
du segment, le stock total de ressources est égal a L.

FIGURE 1
TOPOGRAPHIE DE L’EXPLOITATION

0 [ L

ville

Le seul cotit supporté par I'exploitation est un cott de transport, supposé
proportionnel a la distance et a la quantité livrée en ville. On note v le cotit
de transport d’'une unité de ressource par unité de distance.

Le temps est une variable continue, a chaque instant le matériau fait
I'objet d’une demande en ville que, pour simplifier, on supposera linéaire,
a coefficients constants, de la forme:

V€ [02) P,(t) = Max [a — bQ,(t), 0] a,b >0 (1)

ou P,(t) et Q,,(t) désignent respectivement le prix instantané et la quantité
totale de matériau livrée en ville a I'instant ¢.

Le segment [0,L] est également susceptible de produire un bien agri-
cole spécifique de fagon certaine, a raison d’'une unité de bien par point de
terre i.e. la productivité agricole spécifique est supposée constante et
unitaire. Cette hypothése de spécificité peut étre relachée partiellement
en supposant que l'offre de bien agricole sur d’autres sites que [0,L] est
constante au cours du temps.

Il est impossible de poursuivre l'activité agricole spécifique en un
point / quelconque du segment lorsque I'extraction méme d’une partie du
matériau contenu en ce point est entreprise. Une fois le gravier contenu
au point [ totalement extrait, il est possible d’entamer sur le site une
activité résiduelle, non spécifique, permettant un gain ponctuel instan-
tané constant R (R = 0 éventuellement).

La production agricole spécifique s’effectue sans cotit. La demande de
bien agricole est supposée linéaire, a coefficients constants de la forme :

VY t € [0,) P,(t) = Max[a — BQ,(f), 0] o, B> 0 @)

ou P,(t) et Q,(¢) désignent respectivement le prix instantané et l'offre
instantanée de bien agricole égale a L en I'absence d’extraction.
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L’objet du présent article est 'étude de la gestion patrimoniale d’un sol
susceptible d’étre affecté a deux activités mutuellement exclusives (ex-
traction de ressource non renouvelable ou exploitation de ressource
renouvelable), ce qui justifie I'utilisation d’hypothéses tres simplificatrices
concernant la technologie, les cofts, et les fonctions de demande des
ressources. Notons que ’hypothése d'une demande inverse bornée pour
le gravier peut étre justifiée par I'existence d’un substitut disponible a
partir d’un certain niveau de prix de la ressource et qu’en I'absence de
colts fixes ou de colts dépendant de I'extraction passée, nos résultats
peuvent se généraliser en raisonnant en termes de gains nets des cofits
marginaux d’exploitation.

La propriété du sol est divisée entre une infinité d’agents rationnels
qui peuvent étre indifféremment cultivateurs ou exploitants de carriére.
Cette derniere hypothese est réaliste dans la mesure ou la propriété
fonciere est suffisamment morcelée et ou la distinction propriétaires /
exploitants a peu d’incidence sur I'extraction a coiits moyens d’exploita-
tion constants.

Remarquons que pour étre entreprise avant l'extraction, l'activité
agricole spécifique doit étre plus rémunératrice que I'activité résiduelle,
donc par construction a — BL > R, le membre gauche de I'inégalité étant
égal au revenu ponctuel instantané permis par l'activité agricole spécifi-
que en I'absence d’extraction.

Les agents possédent une information parfaite sur les prix futurs des
deux biens, soit qu’ils effectuent des prévisions parfaites concernant
I'évolution des prix, soit qu’il existe un syst¢éme complet de marchés
permettant de contracter sur la totalité du futur a I'instant ¢ = 0. Chaque
agent se manifeste sur les marchés via un ensemble d’offres instantanées
de gravier et de vin, conditionnées par I'évolution prévue des prix. Les
agents adoptent un comportement concurrentiel i.e. ils considérent les
prix prévus comme donnés; les prix sont alors déterminés a I'équilibre
entre offre et demande sur les deux marchés. Pour qu’il existe un équi-
libre intertemporel, les prix ainsi déterminés doivent étre égaux a tout
instant a leurs valeurs prévues par les agents lors de I'établissement de
leurs plans d’offre.

Soient Y,, = {t € [0,2) | Q,,(t) > 0} et Y, = {t € [0,%) | Q,(t) > 0}
respectivement les périodes d’activités du marché du matériau et du bien
agricole. Lorsqu’'un marché est inactif le prix que doit considérer un
offreur potentiel sur ce marché est le prix correspondant a une offre
infiniment petite, soit @ pour le marché de la ressource non renouvelable
et o pour le marché du bien agricole.

Les prix envisagés par un agent lors de I'établissement de son plan
d’offre sont donc de la forme::
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prix de marché ViteY,
P() ={
VieY,
prix de marché VieY,
Pt) =
{ VieY,

Afin de compléter ce modéle d’équilibre partiel, on suppose que les
gains tirés de I'exploitation du sol peuvent étre placés sur le marché des
capitaux avec un taux d’intérét r, constant et positif.

Le possesseur d’un point [ quelconque doit donc arbitrer entre deux
options possibles :

affecter indéfiniment le sol 4 'activité agricole spécifique, ce qui lui
procure un flux de revenus {P,(¢)}5. Son gain total actualisé en ¢ = 0 est
alors:

V(0) = 7 e P (x)dx (3)

Le plan de production correspondant a cette option est :
Po(l) = {V t € [0,®), (qu(L.1), gu(L,1)) = (1,0)} (4)

qa(L,t) et ¢,(1,1) désignant respectivement l'offre instantanée de bien agri-
cole et de matériau au point /.

poursuivre I'exploitation agricole jusqu’a une date Y, extraire a
partir de cette date puis se consacrer a 'activité résiduelle. On montre que
s'il est impossible de stocker la ressource sur place et si le processus
d’extraction est instantané, la mise sur le marché du matériau doit s’effec-
tuer en une fois (cf. infra). Le grain actualisé permis par cette opération
est alors:

VO, 1) = e Y[pa(Y) — ol + [, e pux)dx + [ Redx 5)

Le premier terme de la somme est la recette nette actualisée permise
par la vente du matériauen Y, le second terme est le gain actualisé permis
par lactivité agricole spécifique avant Y, le troisiéme terme est le gain
actualisé issu de l'activité résiduelle apres Y.

Le plan de production correspondant a cette option est ¢,(¢) désignant
la production résiduelle instantanée au point /,

Gal)s guld), ¢,(8) = (1,0,0) Yi<Y
Py(LY) =\ @) gn(t). ¢,(t) = (0,1,0) £ =Y )
(@a(t), gnlt), ¢,(1) = (0,0,1) Vi>Y

Remarquons que I'ensemble de production est non convexe. En effet,
posons pour simplifier ¢,(¢) = 0; soit y la proportion de matériau extraite
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aunedateY,; au point /(0 <+vy < 1) et(1 — v) la proportion extraite a une
date Yo avec Y| < Yo. On vérifie immédiatement :

(1,0) Vi<Y,
(I=v,y) t=Y,
YP,(LY1) + (1 =) Pu(LY9) = (1-v,0) Vi e]Y,Yq
0,1—1) t =Y
(0,0) Vi>Y
(1,0) Vi <Y,
(09‘Y) t :Yl
> P(’Y,l,Yl,Yg) = (0,0) Vi€ ]Y],YQ[
(0,1—’}') t =Y2
0,0) YVi>Y,

Toutefois on montre que le choix technologique consistant a mettre
sur le marché a deux dates différentes le matériau contenu au point [ est
économiquement non pertinent. En effet, considérons le gain permis par
la mise sur le marché d’une proportion vy de ressource a une date ¢, et
d’'une proportion (1 —y) a une date ¢, (t; <ty et 0 <y <1):

V(0,y,t1,t9,0) = Y[pml t1)—vlle™ ™ + fot' pa(x)e ™ "dx

+ (L=Y)pwl tz)—vlle™" + [ Re™dx (T)
puisque toute activité agricole est interdite sur [¢;,1s].
On vérifie aisément en exprimant V(0,1,¢) et V(0,1,t5) par (5) que:
V(0,y,t1,t2,l) < v V(0,ty,0) + (1—7y) V(0,t9,) )]

Le gain peut étre accru en reportant la totalité des ventes a I'instant t€
{t1,t2} tel que V(0,t,]) est maximal. Dans ces conditions la non-convexité du
plan de production n’interdit pas I'existence d’un équilibre intertem-
porel.

Section I1: CARACTERISATION D'UN EQUILIBRE INTERTEMPOREL
Le probléme du possesseur d’un point [ est:

(P.1) Max V(0,Y,1)
Y

Sous réserve de différentiabilité, une condition nécessaire de premier
ordre d’optimalité du choix d’une date ¢ d’extraction du point [ est:

dpm
dt

— 1pnl(t) — vl] + p(t) — R =0 9)
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A linstant ¢, on doit avoir égalité entre le gain marginal brut

dp,,

[— + p.(?)]dt permis par la conservation d’une unité de ressource entre
d

t et (t + di) et le coat marginal d’opportunité [r(p,(t) — vl) + R]dt
impliqué par la vente de cette unité entre ¢ et ¢ + dt.

La relation (9) est une condition de premier ordre locale qui doit étre
nécessairement vérifiée a tout instant, le long d’un couple de sentiers
d’équilibre {p,,(),pa(t)}: ¢ v, P = Y., U Y,, des prix des ressources.

On montre d’autre part:
Proposition 1: Un couple de sentiers d’équilibre des prix, s’il existe, et la

chronologie d’exploitation correspondante présentent nécessaire-
ment les caractéristiques suivantes :

(1) L’extraction ne subit aucune interruption momentanée ;

(i1) il existe un front d’extraction, noté [ (), continu et croissant
ent;

(iii)  le prix du matériau est constamment croissant en ¢ sur Y,, et
tend vers a;

(iv) il existe un point limite /, unique, au-dela duquel 'extraction
n’est plus rentable ; I'extraction du gisement sera compléte si et
seulement si / > L, incompleéte sinon.

- ra—a+ BL+R

l = B+ o (10)

Démonstration : cf. appendice.

De (ii) on déduit qu’a tout instant le long d’un sentier d’équilibre la
quantité de terre consacrée a l'activité agricole spécifique (égale a la
production agricole lorsque la densité est unitaire) est L — (). Mais

puisque la densité de matériau est unitaire :

1) = J,' Qulx)dx 11
donc

Qut) = L = [ Qulx)dx (12)
et dapres (2):

palt) = & = B(L = [ Qu(x)dx) (13)

le long d’un sentier d’équilibre. De plus d’apreés (1), a I'équilibre :

1
Qu(t) = 5 (@ = D) (14)
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Le systéme de conditions {(11), (12), (13), (14)} nous permet d’expliciter a
I’équilibre la rétroaction de I'extraction du point / sur les cotts de trans-
port et les valeurs agricoles des points non encore extraits par la
condition (9) :

dp,, + ¢
_P_— = 7 pa(t) + IU—b-—BJ:) (a~pm(x))dx + « —BL — R =0

En différenciant par rapport au temps cette relation, on en déduit une
deuxiéme condition vérifiée nécessairement le long de tout sentier
d’équilibre du prix du matériau :

d&p.(1) dpn(t) 10+ B a(rv + B)
a T a O

=0VteY, (15)

Notons que 'on peut exprimer p,(f) en fonction de p,(t):
l
Pu() = o = BL + S J (= palx)d (16)
L’étude de I'équilibre intertemporel sur les deux marchés peut donc se

ramener a I'étude de I'équilibre sur le seul marché du matériau.

Tout sentier d’équilibre {p,,(?)}; « v, doit étre solution de (15). Une
solution de (15) est la somme d’une solution particuliére et d’'une solution
générale de I'équation sans second membre. D’apres (iii), p,, = a est une
solution particuliére de (15), la solution générale est donc de la forme :

pm(t) = a + Ny + Noe™ (16)

ou r; et 7o sont les racines du polyndéme caractéristique :

r o= 'I—[T + (72 _*_M)%] (l7.a)
2 b
re = —[r — ( + 4 +B)/ b) 7] (17.b)

2

A; et g sont deux constantes a déterminer. D’apreés (i), Y,, est convexe de
la forme [0,%) ou [0,T,], T,, désignant la date finale d’extraction. Tout
sentier d’équilibre est entiérement caractérisé par la donnée d'un triplet
(M>A2,T). On montre qu'un tel triplet existe et peut étre déterminé de
facon univoque par le systéme des trois conditions nécessaires suivant :

a) Condition terminale

D’apreés (iii), lim p,(t) = a; soit en utilisant (16) et la continuité de p,,(.) :
t>T,,

Ae T Nge? T = 0 (18)
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b) Condition de premier ordre finale

D’apres (iv), la condition de stock est :

T .

(T,) = J, "Qu(dt = min(Z,L) (19)
La relation (9) est vérifiée a gauche de T, en tenant compte de (16) et
apres calculs on obtient :
—roh; lim € — r Ao lim €% = (ra—a+BL+R) — (rv+B)min(l,L)(20)

t>T,, t>T,,

Remarquons que le membre droit de (20) s’annule lorsque min(l,L) =1
d’aprés (10). Portant (18) dans (20) on en déduit dans ce cas:

(T] - 72))\1 lime" =0

t>T,,

L’unique solution du systéme de conditions {(18), (20)} lorsque 7 ,< L
est alors A; = 0 et T, infinie d’aprés (18).
c) Condition de premier ordre initiale
La relation (9) doit étre vérifiée en ¢t = 0, on en déduit:

— 79A\] — rAg =ra —a + BL + R (21)

Proposition 2 : 11 existe un couple unique de sentiers d’équilibre {p,,(?),
Po(t)} t € Y présentant les caractéristiques suivantes :

W[ <L
Y, =Y, = [0, (22.a)
* pu(t) = a — (ra — o + BL + R)e™Iry (22.b)
© pu(t) = a — BL + Bl (1—¢™) (22.¢)
()L <1
- Y, =Y, =[0,T,], T, finie (23.a)
* pu() =a+ [r@a—vL) + R — a[e""Tw + g2 Tgpn]/

L — T (23.b)

e T, est 'unique solution de:

T _gy rma+R—-oa+ BL
rie’ —rie” 2 = (rg — 7y) (23.¢)
r@—vL)—a+R

Démonstration : cf. appendice

Bien que les demandes soient bornées supérieurement, la durée d’ex-
traction peut étre infinie. Ce résultat paradoxal n’est pas sans rappeler un
résultat analogue obtenu par S. Salant, M. Eswaran et T. Lewis (1983)
dans le cadre d’un modele d’exploitation d’une ressource non renouve-
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lable dont le cott d’extraction dépend de I'extraction cumulée. Remar-
quons que de maniere analogue au cas d'une ressource dont I'extraction
devient plus cotiteuse au fur et a mesure de I'épuisement du gisement,
I'extraction du matériau en un point / a pour conséquence d’une part
d’accroitre le cott de transport du matériau restant en terre d’apres le
point (ii) de la proposition 1, et d’autre part d’accroitre la perte en capital
agricole entrainée par l'extraction des unités restantes en raison de
I'augmentation de prix du bien agricole spécifique due ala diminution de
l'offre disponible le long d’un sentier d’équilibre. Donnons une interpré-
tation intuitive de ce résultat.

Le possesseur du point ! doit étre indifférent entre extraire et pour-
suivre indéfiniment I'activité agricole spécifique. Supposons qu’il extrait a
une date finie T, la recette nette actualisée tirée de la vente du matériau est
bornée supérieurement et le flux de revenu résiduel apres extraction est
inférieur au flux de revenu permis par l'activité agricole spécifique. Il est
clair qu’a cette date finie T il n’est pas indifférent entre extraire et
poursuivre indéfiniment I'activité agricole spécifique d’ot1 une contradic-
tion.

Section III: OPTIMALITE ET EQUILIBRE

Supposons que la gestion du patrimoine foncier soit assurée par un
planificateur dont l'objectif est la maximisation du surplus social net
actualisé. Le surplus social net instantané en ¢ est :

SN() = Su(t) + Su(t) = C(t) + Ru(L(2)) (24)
ou $,(t) désigne le surplus des utilisateurs de matériau soit :
min{Q.(t),a/b}
Sult) = J (a—bQn)dQm (25)
S.(t) est le surplus des consommateurs de bien agricole spécifique :
min{Qu.(¢),a/B}
Sy = J;"" ¢ @ - pRudQ, (26)
C(t) est le cott social de transport a la ville de matériau :
C(t) = vl()Qm() 27)

Q,(t) étant la quantité livrée a l'instant ¢, extraite le long d’'un sentier
optimal a une distance /() de la ville.

R est une évaluation du revenu social résiduel instantané, L() désigne
I'ensemble des points supportant I'activité résiduelle a 'instant ¢ et p(.) sa
mesure ; r est le taux d’actualisation social supposé croissant et positif.

On vérifie aisément que le long d’un sentier optimal d’exploitation des
ressources {Q,,(t), Q.(t)};_ ,, 'extraction ne s'interrompt pas momentané-
ment, qu’elle tend a s’éloigner progressivement de la ville, i.e. il existe un
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front d’extraction, noté [(¢), fonction continue, croissante de ¢. Un sentier
optimal comprend donc au plus deux phases, 'une notée [0,7,,[ durant
laquelle 'extraction a lieu (Q ,(t) > 0 V t € [0,T,[),T,, pouvant étre infinie,
l'autre notée [T,,,®) durant laquelle Q,, = 0. D’autre part on vérifie
immédiatement que le long d’un sentier optimal, nécessairement

min{Q,(?), a/B} = Q.(¢) et min{Q,(¢), alb} = Q.(t).
Notons que nécessairement le long d’'un sentier optimal a tout instant :

Q) =L - Iy (28)

La maximisation du surplus social net actualisé peut donc se formuler
plus simplement comme un probléme de contréle a une variable de
commande Q,(.) et une variable d’état [(.):

Tn
P2 Max J,TeTSN@dr + [T e7"(Su(0) + RUT)dt (29)
{Qm(')}gm’ Tm

slc di@t)/dt = Q(t) Vie[0,T,[ (29.a)
L—-1lt=0 V t€[0,0) (29.b)
Q.(t) =0 YV t € [0,) (29.¢)

0y =0 T,, libre

Le probleme est non dégénéré, i.e. T,, # 0, ou il existe au moins un instant
t tel que Q,,(t) > 0, si la condition suivante est vérifiée :

ra—a+BL+R>0 (30)

Proposition 3

Le programme (22) admet une solution unique
{Qx® ¥, T} sous réserve que la condition suffisante d’optimalité
v? < bB soit vérifiée telle que:

(i) soit [ = (ra—a+BL+R)/B+1rv (1)
T<L> { *T:"*i“ﬁnie_ (31.2)
[(T,) =1
I<L> { T finie (31.b)
(T, =L
i) I <L
an(t) - w erzt V tE [0,00) (32)

bT]
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(i) 7>L
- M oA R ey iy (33)
b(ry — r9)
00 Vi< Ty
=0 V=T,

(iv) T, est l'unique solution de:

v, (ra—a+R+BL) (r; —19) (34)
ra—o+ R —ruvL

-nT, _ 7’16’_

roe

Démonstration : cf. appendice.

Le rythme d’extraction correspondant au sentier de prix d’équilibre
de la section II est:

Qu(t) = — L (\jentt + Noe'™) (35)
b

Portons les expressions de \; et Ao dans (35) on en déduit par (33), Q,,.(¢) =
07,(t) a tout instant dans tous les cas. Le rythme d’extraction correspon-
dant au sentier de prix d’équilibre est donc optimal au sens de la maximi-
sation du surplus social net actualisé lorsque le taux d’actualisation social
est égal au taux d’intérét. Durée d’extraction et point-limite d’extraction
sont identiques dans les deux régimes, et on en déduit que le sentier
d’équilibre des prix suscite un plan d’offre optimal dans un systéeme de
marchés concurrentiels avec prévisions parfaites.

Section IV : DYNAMIQUE COMPARATIVE

Le parametre taux d’intérét joue un role important dans la dynamique
de l'équilibre intertemporel, en particulier il parait intéressant de
connaitre la sensibilité du sentier d’équilibre du prix du matériau a une
variation de 7, vu le peu de réalisme de I'’hypothese de fixité du taux
d’intérét faite section 1.

a) Cas d’une exploitation incomplete

Suppos_ons? < L et considérons une variation positive de r, dr > 0, telle

- dl . . .= . .
que ! + d_< L i.e. on néglige le cas critique [ = L. Différencions totale-

T
ment p,,(t) par rapport a r d’apres (16):
dp(t)/dr = (d\o/dr + No(dry /dr)t)e’™ (36)
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or d’apres (17.b):

1
i r2b% + 4rvb + 4r0* 2
( r2b% + 4rvb + 4bB

droldr = — | (37)

N

donc dry/dr = 0 selon que v* Z Bb. On remarque que les conditions
suffisantes d’optimalité ne sont pas vérifiées lorsque v* > bB.

+ 2> bB
D’apres (22.b)
dNo/dr = b[(dl /dr)re + [(dro/dr)] (38)

La différenciation de { par rapport a r donne dl /dr > 0 et dry/dr < 0
dans ce cas, donc d\o/dr < 0. On en déduit :

dp(0)/dr = d\g/dr < 0. (39)
Le sentier de prix d’équilibre pivote autour d’une date t telle que:
t = — (d\o/dr) | No(dro/dr) > 0 (40)
dpn(t -
pd_() = Oselon quet =t (41)
r

Un accroissement du taux d’intérét dans ce cas a pour effet d’accélérer
le rythme d’extraction dans un premier temps puis de le freiner. Puisque
dl/dr> 0, le premier effet doit 'emporter sur le second, au total le prix du
bien agricole devrait s’accroitre a tout instant a 'équilibre par rapport a sa
valeur initiale.

« 2 < Db
On peut réécrire d\o/dr plus commodément :

. d d
dholdr = (1/r2)[(—a + R + BL) oy a(r—rI - )] (42)
dr dr

Le premier terme est négatif puisque a —BL > R et dr,/dr > 0. Dévelop-
pant et réarrangeant le second terme on en déduit :

an (ro+B) 2 rv+p
rdr r = r* + 4 ) ) ( b ) <0 (43)

Par conséquent dp,,(0)/dr = d\o/dr < 0. D’autre part dry/dr > 0 dans ce
cas donc:

dp,(t)/dr <0 V t € [0,%) (44)
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Proposition 4 : Lorsque 1 < L, un accroissement du taux d’intérét, toutes
choses égales par ailleurs, a pour conséquence le long d’un sentier
d’équilibre :

* d’accroitre le volume total extrait: dl/dr > 0

» si v® > bB, le prix agricole augmente, le prix du matériau tend a
diminuer dans un premier temps et a augmenter ensuite.

* si v® < bB, le prix agricole tend a augmenter, le prix du matériau a
diminuer.

b) Cas d’une exploitation complete.

Dans ce cas, il est beaucoup plus difficile de prédire le signe de
dp,,(t)/dr ; des simulations de variation de r pour un large échantillon de
valeurs des paramétres conduisent a dp,, / dr négatif puis positif. Intuitive-
ment, ce résultat peut se justifier en remarquant que l'effet d’un
accroissement de r est de diminuer la valeur actualisée des pertes agricoles
dues a l'extraction en tout point et donc d’avancer la date optimale
d’extraction d’un point de terre /.

CONCLUSION

Lorsque l'exploitation d’une ressource non renouvelable entre en
conflit avec I'exploitation d’'un bien agricole (ressource renouvelable)
pour l'appropriation du sol, support commun des deux activités, le plan
de production intertemporel des ressources présente une non-convexité.

Toutefois cette non-convexité n’interdit pas I'existence d’un équilibre
intertemporel dans un systéme de marchés concurrentiels avec prévisions
parfaites pour les deux ressources. D’autre part, sous certaines conditions
supplémentaires, cet équilibre sera optimal au sens du critére de la maxi-
misation du surplus social net actualisé. Il est difficile d’évaluer les consé-
quences d’une variation du taux d’intérét sur le sentier d’équilibre des
prix, en particulier les effets d’une variation de r dépendent des cotts et
des valeurs relatives des pentes des fonctions de demande. Enfin, remar-
quons que la durée d’exploitation d’un stock fini de ressource peut étre
infinie, méme si les fonctions de demande sont bornées supérieurement.

APPENDICE

Proposition 1 : Démonstration

(1) Supposons Q,,(t) = 0,V t€ [1},t:] et soit I(ts) le point de terre extrait
a la date ¢5. Si t; est une date optimale d’extraction du point [(to) :

Vi€ [tite] V0,40(ts) < V(0,t,l(ts)) (Al)
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Soit
[pult) = 0l(t2)]e ™™ = [pmlt) — vl(t2)]e ™" — [ “[palx) = R1e™™dx =< 0 (A2)

Puisque ¢ €Y., Pn(t) = a, pa(x) est borné supérieurement et p,(x) — R > 0,
passant a la limite quand ¢ — # on en déduit:

la = pulte)le” ™ =0 (A3)
d’ott une contradiction puisque p,, est borné supérieurement par a.
(i1) De (i) et de (1), on déduit la continuité de p,,(.) en ¢, donc V(0,t,]) est

a oV
continue en ¢ en un point /. D’autre part V/9 [ < 0 et P (E)>O’ on

en déduit que I'ensemble des dates telles que = 0 est une fonction

croissante de /, i.e. I'extraction tend a s’éloigner de la ville au cours du
temps, i.e. {(t) est croissante en ¢.

Montrons qu’elle est continue. Supposons qu’il existe un mtervalle
[1,1 + €[,e > 0, non exploité et une date ¢ telle que I(t) = 1 + ¢, i.e.
lextraction est reprise a la date ¢ au point [ + e.

Puisque [(¢) est croissante, pour tout ¢ < t, I < l(t_). Soit [ € [TI + €,
puisque 9V/dl < 0:

V(0,2,)) >V(0,,1 + €
Et puisque le possesseur du point [ + € a intérét a extraire en { :
V(0,11 +€) = V,(0)
donc V(0,¢,0) > Va(0). Le possesseur du point / aurait intérét a extraire,
d’olr une contradiction.
(iii) Supposons qu’il existe une date ¢ telle que dp,,(t)/dt < 0. Le long
d’un sentier d’équilibre on aurait :
dpldt = r[pn(t) — vl(t)] — pa(t) + R <0 (A4)

Pour que le possesseur du point /(t) mette sur le marché le matériau qu’il
recele, il faut que V(0,t,I(t)) = V,(0). Soit :

e " [pult) = 0l] = [ [palx) — Rle™™dx (A5)
Par conséquent d’apres (A4):
e " [palt) = R)/7 = [ [palx) — Rle ™ ™dx (A6)

d’ot1 une contradiction puisque p,(x) — R > 0 a tout instant.

Soit T,, = supit | t € Y,}, supposons lim p,(t) = ﬁ <a.
t

m
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Si T, est finie, un offreur potentiel juste avant T, 2 un prix proche de p,
aurait intérét a reporter son offre juste apres T, pour vendre au prix a >

p . p ne peut donc étre un prix d’équilibre en T,,. Si T, est infinie, lim p,,(?)
{>00

< a entraine que I'offre de matériau et donc le rythme d’extraction serait
indéfiniment positif strictement ce qui est impossible avec un stock fini.
On en déduit lim p,(f) = a.

>T,,

* (iv) Considérons [ € R, le domaine de définition de V(J) est alors R,
V4(0) étant bornée supérieurement, il existe au moins un couple (t_j_tel
que V(t,l) = V,(0). Pour tout/> [, puisque V(.) est décroissante en , V(¢ ,{)
< V,4(0). Exprimons I'égalité de définition :

e pu(t) = vl] = [ [palx) — Rle™™dx (A7)
Apres ¢, Pextraction s’arréte car non rentable donc p,(x) est constant a
partir de cette date, égala o — B(L — /) al’équilibre. D’autre partp,.(t) = a
donc:

e [a—vl] = e (1/)[a—BL—1)—R] (A8)

Une condition suffisante (et nécessaire si t est finie) pour que (A8) soit
vérifiée est:

I=(@a+ BL — a + R)/(rv +B) (A9)

Remarquons que (A9) est également vérifiée lorsque ¢ est infinie.
Considérons la structure de Y,,, d’apres (i) on en déduit ¢t =sup{tit € Ym}.

dp.,

De lim p,(!) = a on en déduit lim —— = 0, donc a I'équilibre en passant a
>0 >0
a la limite dans la condition de premier ordre ((9) section II):

r(lim p,(f) — vlim [#)] — lim p,() + R =0
t>t t>t >t

Soitr@@ — vl) = a — B(L — 1) — R
La condition (A9) est donc nécessaire et suffisante.

Notons que nécessairement [ > 0 pour que l'extraction démarre sur
[0,L]. Une condition suffisante d’extraction au moins partielle de [0,L] est
alors:

ra—a+BL+R>0 (A10)

Notons également que V() étant décroissante en /, 'extraction sera néces-
sairement complete si [ = L et incompléte sinon.

Proposition 2 : Démonstration

* (i) Lorsque [ < L, l'extraction est incompléte donc Y, = [0,%).
D’autre part, T, infinie et.112; = 0 sontles seules solutions du systéme de
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conditions nécessaires {(18), (20)} donc Y,, = [0,%), A9 se déduit immédia-
tement de (21):
ra—a+ BL + R

Ao = — (Al1)
71

D’ou (22.b); de (13) et (A9) on déduit immédiatement (22.c).

* (i) La durée d’extraction T,, est nécessairement finie lorsque [ > L,
Pextraction étant complete, le bien agricole spécifique ne peut plus étre
produit apres T,,, d'ou (23.a). En effet puisque min(/,L) = L, en tenant
compte de (18) on déduit de (20):

(ri—=719\; lim ¥ =7r(@a—vl) — a + R (A12)

t>T,
qui ne peut étre vérifiée que pour T, finie ; de (A12) on déduit immédiate-
ment (23.b) et (23.c) en tenant compte de (21).

On vérifie que la condition suffisante de maximisation du gain permis
par l'extraction 2V/3? < 0 est nécessairement vérifiée le long d’un sentier
d’équilibre.

Proposition 3 : Démonstration
Le Hamiltonien H(Q,,,l,'¥,t) associé au programme P2 est:

H =¢""aQut) — (0/2) Q7 () + oL — 1) — B/2)L — LY

= ul() Q) + R U] + P@) Qn(t) (A13)
Le systeme de conditions nécessaires d’optimalité est :
a—bQu) — ity = — Y@ (Al4.a)
av ()

2 Q) + « — BL—U)) — R = e (Al4.b)

dt

Supposons d’autre part que SN(f) = 0, i.e. le surplus net est non négatif a
tout instant d’une part, et d’autre part qu'il existe au moins une solution de
(Al4.a.b) permettant de passer d’un état optimal du front d’extraction (#) a
un autre. Une condition nécessaire et suffisante d’optimalité lorsque T, est
libre, finie ou infinie, (condition de transversalité) est alors :

lim Qe " =0 (A15)

t>T),

Si la contrainte (29.b) n’est pas saturée en T, {(T,) est une variable libre
déterminée a 'optimum par la condition nécessaire et suffisante (condition
de transversalité) suivante :

[ra+R—a+PBL— (rv+ BT, T =0 (A16)
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Diftérencions (A14.a) par rapport au temps en tenant compte de (A14.b),
on montre qu’il existe une solution du systéme (A14.a.b) {ém(t)}, telle que le
long d’un tel sentier 'exploitation se décompose en deux phases lorsque la
condition suffisante (A10) est vérifiée :

x o Qud = >0 Ve[0T,
Qu® A (A17)
Ont)= 0 Vie[T,,»o)

ou (r1,re) sont les racines de I'équation différentielle (16) et (u;,pe) deux
constantes a déterminer.

Soit | = (ra H#R —a+BL)/(B + rv), notons ﬁt) I'extraction cumulée le
long du sentier {Q,,(?)}, et réexprimons (A14.a):

Dl — W0ty = — (ro+ BYT—-10))/b (A18)

En vertu de la condition de transversalité (A15) et de (A17), nécessairement
dQ,,/dt < 0, donc [ = ﬁt) en tout ¢ puisque /(.) est croissante. On montre
aisément que tout sentier se terminant en 7, par une extraction cumulée
QT,,L) <1 est dominé au sens du critére de la maximisation du surplus social
par un sentier se terminant dans un voisinage aussi petit que 'on veut de /.
Un raisonnement analogue permet de montrer que lorsque ! > L on a
nécessairement (T,) = L.

La condition de transversalité (A 16) est donc bien vérifiée lorsque [T ,,) <

L. Notons que si T, est infinie, lim Q,(f) = 0 entraine que p, est
{>00

nécessairement nul ainsi que lim dQ,(¢)/dt. On en déduit d’aprés (A18)
§500

que nécessairement si 7, est infinie :

lim I(t) = { (A19)
{>00

Supposonsi > L, alors nécessairement [(T,) < L. Donc la condition (A19)
ne peut étre vérifiée pour Ty, infinie, donc T, est finie. Réciproquement si {
< L, T,, doit étre infinie en vertu de (A17) et (A18), ce qui démontre (i).

- . . A . .
Lorsque ! <L, T, estinfinie, p; = 0donc Q,,(f) = poe'™. po est détermi-
née a l'optimum via (Al4.a) exprimée en ¢t = 0:

Toy + ripe = (ra + o + R + BL)/b (A20)
En posant p = 0, on déduit immédiatement (32).

Lorsque 1 > L, le systtme de trois conditions nécessaires suivant :

* Condition de transversalité (A15):

pie T+ e =0 (A21.a)
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* Condition de premier ordre (Al4.a) a la limite en T,

rop; lim €' + ripo lim €% = [rla—vl)—a+R]/b  (A.21b)
t->T,, t>T,,

*» Condition de premier ordre (Al4.a)ent = 0, (A20), admet une solu-

tion unique (uy,ws,Ty). En tenant compte de (A21.a), on déduit (33) de
(A21.b), puis (34) de (A20).

Une condition suffisante d’optimalité d'un programme {Q,, (t)]7 satisfai-
sant 'ensemble des conditions nécessaires est que H°t,1,¥) = max
Qn

H(,1,.,¥) soit concave en L.

Un calcul élémentaire permet de montrer que cette condition est équiva-
lente a la condition v* < bp.
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