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La méthode des graphes

Si l'on veut parler de l'introduction des méthodes propres aux
mathématiques, dans les sciences administratives, on ne peut tout
d’abord que constater que les problémes d’ « affaires », assez nom-
breux, dont les mathématiciens se sont préoccupés ne constituent
pas un corps de doctrine. Il y a de tout la-dedans. Le mathémati-
cien semble étre un homme qu'on vient voir lorsqu'on est embar-
rassé, comme les grecs firent d'Archiméde, et la nature de cet em-
barras peut étre trés diverse mais ne porte pas nécessairement sur
des problémes généraux. Cela pourrait sembler malheureux car il
cherche des solutions optima mais comme il s'agit de questions parti-
culiéres, ce sont des optima relatifs. Autant dire que ce ne sont pas
des optima du tout. Mais le vrai mathématicien s'en moque, car c'est
avant tout un homme frivole que la « pratique » n'intéresse pas en
tant que telle : sa méthode le prouve qui consiste a schématiser une
situation qu'on ne reconnait alors plus car son 2tre reel a disparu ;
mieux, moins le probléeme envisagé a d’étre, moins le mathématicien
se sent géné. Clest pourquoi le géométre dessine ses figures plutdt
que de les decouper, et c'est apparemment pourquoi encore I’his-
toire des mathématiques est pleine de farces : le probabiliste extrait
gravement des boules colorées de son urne, tel un prestidigitateur
des lapins de son chapeau. Euler étudie les différentes fagons d’em-
prunter les ponts de Koenigsberg. Gauss s'efforce & placer huit
dames sur un échiquier de telle sorte qu'aucune d'elles ne puisse
prendre sa voisine, Pascal qui, en d'autres temps, s'écrie « quelle
vanité que la peinture » se penche avec charité sur les oisifs joueurs
en resolvant pour eux le probleme des parties.
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*

Qu'est-ce qu'un graphe ? Ce peut étre une aide non négligea-
ble pour mener 3 bien dans un temps minimum la construction du
premier sous-marin polaris, ce peut étre encore un moyen de fournir
une solution & ce célébre passeur dont I'ambition était de conduire
un loup, une chevre et un chou d'une rive a I'autre d'une riviére.

Essayons d'aider ce passeur. Il faut d'abord le déshumaniser :
on le représentera par la lettre P. De méme, le loup sera L, la chévre
C et le chou H.

Plutét que d’entrer immédiatement dans les soucis légitimes d'un
passeur devenu symbole, on s'appliquera a construire tous les états
possibles d'une rive. Un tel état sera représenté par une réunion de
lettres.

Si un état est possible, son complémentaire 1'est également puis
que cest I'etat de l'autre rive : il sufit.donc d'inventorier d'abord
les états oli le passeur n'est pas. Ce sont, évidemment, les suivants :
LH, L, C, H, @ & cause de la propension du loup non surveillé
a manger la chévre et de la chévre & manger le chou, circonstance
qui élimine certaines réunions théoriquement possibles. Le dernier
symbole représente I'absence de tout individu sur la rive. Les états
complémentaires sont : PC, PCH, PLH, PLC, PLCH. On a donc
dix états possibles divisés en deux groupes.

On se préoccupera maintenant du passage d'un état & un autre
état. Ce passage est dominé par deux lois : :

a) Un élément d'un groupe ne « s’applique » que sur un elef
ment de I'autre groupe (ou I'état correspondant n'est suivi que par
un état de ["autre groupe). Cela résulte du fait qu'un individu autre
que le passeur ne peut traverser seul. Au surplus, si une application
est possible d'un élément d'un groupe sur un élément de l'autre,
I'application inverse est également possible, ce qui permet de ne
considérer que les applications du deuxiéme groupe sur le premier,

par exemple.
' b) L'application d'un element du deuxiéme groupe sur un élé-
ment du premier se fait par soustraction d'une lettre au moins et
de deux au plus (car c'est une régle que le passeur ne passe qu'un
individu a la fois).

.
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Ainsi:  PC s'applique sur @ et sur C
PCH It i H I " C
PLH * # LH sur L et sur H
PLC " # Letsur C
PLCH * it LH
D'ou le graphe, qui décrit les états possibles (points) et les
passages possible d’un état 2 un autre (arc).

LH L c H 2
PLCH PLC PLH PCH PC .

Que cherche-t-on ? & passer de I'état PLCH a I'état @ : il suffit
de trouver un chemin qui joigne les deux points correspondants
sur le graphe.

On voit qu'il en existe deux :

PLCH ~» LH —» PLH—% L <3 PLO—» €—>PC ~> @

et
PLCH->LH->PLH~>H~>PCH->C—->PC—>0
qui fournissent les solutions du problémé auxquelles on pourra re-
donner de I' « étre » en traduisant : le passeur transporte la chévre,
"1l revient seul, il transporte le chou, raméne la cheévre, transporte
le loup, revient seul, emméne la chévre et ainsi pour lautre.

On voit bien ici que la méthode mathématique dans ce type de
problémes porte en soi ses lacunes : elle s'enferme dans ses hypo
théses. Il n'est pas question d'apprivoiser le loup ni de cacher le
chou, ni de mettre la chévre a la nage : les hypothéses étant mises
en place le schéma devxent rigide ; mais y a-t-il d’ autres fagons de
raisonner ?

D’autre part, le probléme se réduisait, une fois posé, a la re-
cherche d'un chemin et ceci appelle deux remarques : tout d'abord
on peut concevoir que cette recherche, simple ici & cause du petit
nombre de points et des arcs, puisse nécessiter une méthode systé-
matique dans un cas plus compliqué. Une telle méthode est un
algorithme et la recherche d'un algorithme est la deuxiéme phase
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dans la résolution des problémes de graphes, celle qui suit I'établisse-
ment du graphe.

La deuxiéme remarque est que, trouver un chemin quelconque
n'est pas toujours suffisant : on peut devoir rechercher un chemin
ayant certaines caractéristiques données et c'est ce qui arrive dans
les problémes d'ordonnancement que la publicité a lancés sur le mar-
ché des cervelles sous la rubrique « systéme P.ER.T. ».

Les preoccupations de ce passeur dont nous parlions sont vrai
ment d'un autre ige ; ce sont celles d'une époque ou le loup avait
une existence autre que zoologique et se permettait de manger les
chevres. §il fallait situer dans le temps cette histoire on pourrait
dire que cet intérét pour le chou est I'indice d'une civilisation agri-
cole, la présence du passeur nous ferait peut étre choisir le temps
de St-Julien I'Hospitalier, mais, plus profondément, j'y remarque
'absence de transport en commun et de tout souci de la vitesse.

A Tinverse, le probléme d'ordonnancement en est un d’hom-
mes pressés dans une société organisée. Il s'agit toujours dans ces
problémes, d'administrer les activités de corps de meétiers distincts,
accomplissant chacun de son coté différentes tiches devant concourir
a la réalisation d'une certaine ceuvre. On se propose, de plus, on ne
sait pourquoi au juste mais c'est ainsi, d’accomplir le tout dans un
temps minimum, ou de saisic quelles tiches devraient &tre accélé-
rées si I'on voulait raccourcir la durée prévue initialement.

Il ne saurait étre question, dans le cadre d'un tel article, de faire
un exposé complet des méthodes utilisées dans ce type de problémes.
Aussi, avant de donner le principe de la méthode de chemin eriti-
que peutron offrir une treés succincte bibliographie.

Celui qu'intéresse en elle-méme la théorie des graphes peut con-
sulter le livre de Claude Berge : Theéorie des graphes et ses applicar
tions (Dunod, 1958). Celui qui ne recherche que quelques données
succinctes concernant le systeme P.E.R.T. peut utiliser 1'article de
R. Ventura extrait du no 25 de la Revue francaise de Recherche
opérationnelle.
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Une connaissance plus complete des problemes d'ordonnance-
ment proprement dits se trouve dans le petit livre de A. Kaufmann
et G. Desbazeille : La méthode du chemin critique (Dunod, 1964),
ou dans celui de B. Roy : Les problémes d'ordonnancement, applica
cations et méthodes (Duncd, 1964), lequel comprend en outre des
exemples trés intéressants d’applications (construction d'un bati-
ment, utilisation d'un coffrage-tunnel, entretien d'une raffinerie,
construction d'un navire).

Cela dit, on remarquera que, dans tous ces problémes, on a
affaire & deux sortes de concepts: celui de « tiche» a accomplir
(creuser un fossé ou aller chercher des allumettes) en un temps
que l'on peut, & une variance prés, appreécier et celui d' « état»
d’achévement d'une partie des travaux nécessaire i la mise en ceuvre
d'une nouvelle tache, Ces deux concepts peuvent indifféremment
&tre utilisés comme « points » dans la construction du graphe, Dans
le premier cas, un arc reliera deux tiches successives ; il représen-
tera une « contrainte », celle du temps obligé entre les dates d’aché-
vement de ces tiches. Dans ['autre, 'arc reliera deux états tels que
I'un ne pourrait exister sans l'autre ; il représentera la tiche effec
tuée entre les deux états considérés.

Il est curieux d'observer que les deux types de graphes ont
fleuri en méme temps sur les deux rives de I’Atlantique : I'un en
France, c'est le premier, I'autre aux Etats-Unis, c’est le second. On
ne sait quel est le plus commode, probablement le premier, mais on
sait quel est le plus connu : c'est le second.

Supposons, par exemple, que I'ceuvre nécessite 8 tiches: A BC
DEF G H; on pourra désigner par a b ¢ d e f g h les produits de
ces différentes tiches. On peut supposer encore que D nécessite a ;
E,c;F,bde;G,a; H, c; on pourra tracer le graphe PER.T.
ayant pour points les états et on obtient ce qui suit (p. 568).

La notion de temps intervient dans la durée des tiches. Suppo-
sons que A dure 3 jours ; B, 4 jours ; C, un jour ; D, 2 jours ; E, 2
jours ; F, 5 jours ; G, 6 jours ; H, 2 jours. Ces durées permettent de
dater les états a partir de 'origine des temps qui sera le début des tra-
vaux. La date de realisation de a sera 3 ; celle de ¢, 1; celle de
abcde,leplus grand des 3 nombres: 3 + 2, 1 + 2, 4, clest-d-
dire 5; cellede ab c d e f g h, obtenue en tenant compte des dates
respectives de a, c et a b ¢ d e, sera le plus grand des nombres :
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abcdefgh. abcdefgh

346,5+ 5, 1+ 2, cest-a-dire 10. La durée totale sera donc de
10 jours. '

Pour 'accomplissement de certaines tiches, on ne sera pas trop
pressé : ainsi de la tiche G qui nécessite 6 jours quand on dispose
de 7. Elle présente un «intervalle de flottement » et si I'on veut
raccourcir la durée totale des travaux, on ne devra pas agir sur
I'accomplissement de cette tache.

En revanche, les tiches F, D, A n'en présentent pas: elles
constituent le « chemin critique » dont il faudra surveiller I'exécu-
tion de prés.

Cet exemple est schématique comme une histoire de passeur. La
réalité est toujours beaucoup plus complexe.

Tout d'abord, un graphe peut contenir plusieurs centaines d’arcs
et il 'devient nécessaire d'utiliser un algorithme pour déterminer le
chemin critique (algorithme de Ford par exemple, ou de Bellman-
Kalaba). Des programmes pour calculatrice sont fondés sur ces
algorithmes.
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Dans l'utilisation d'un algorithme, il est nécessaire que deux
états ne soient reliés que par un arc unique. Or, dans la pratique
il peut se présenter deux tiches joignant deux états consécutifs. On
introduit alors un arc fictif de durée nulle en décomposant en deux
I'état-extrémité de ces deux arcs que l'arc fictif joindra. On peut
signaler que le premier type de graphe (le moins connu) ne pré-
sente pas l'inconvénient de créer des arcs fictifs.

De plus, il pourrait se présenter que les taches A et E, par
exemple, du graphe précédent, dont une partie s'effectue entre les
dates 1 et 3 recourent & la méme machine bien qu'elles ne con-
courent pas a fabriquer le méme objet. Le graphe s'en trouverait
modifié.

En outre, des durées ont été fournies qui tiennent compte, cer-
tainement, de la main-d'ceuvre utilisée. Or, il peut se trouver, sur
un chantier, que la main-d'ceuvre puisse &tre répartie entre plu-
sieurs tiches; la notion de durée devient alors plus floue car la
durée de 'une sera fonction de la durée de l'autre : le schéma pro
posé ne coincide plus de maniére satisfaisante avec la réalité.

On pourrait probablement allonger la liste des écueils rencon-
trés. Le réel est contrariant par principe, comme Hegel 'avait bien
vu, tandis qu'un beau raisonnement est bien satisfaisant. Cela dit,
'outil est bien utile, il n'en faut pas douter, mais nous voudrions
terminer en faisant ressortir apres Bernard Roy* «la vanité qu'il
y a A prétendre résoudre ces problémes par un procédé général,
congu indépendamment du probléme concret considéré». Clest la
morale méme de la recherche opérationnelle.

Claude TRICOT,
professeur d I'Ecole des
Hautes Etudes commerciales

(Montréal).

1. Les problémes d'ordonnancement, op. cit., p. 13.
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