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Les indices classiques:
quelques problémes particuliers

Il ne saurait étre question, dans cet article, de reprendre la for-
mulation des diverses théories portant sur les indices ; nous avons
plutdt l'intention de développer quelques points particuliers de la
doctrine classique, de fagon a apporter certaines précisions aux
théoremes fondamentaux et & mettre en lumiere les divers raffine
ments qui servent a étayer la théorie générale. Et de plus, cet article
se présente comme une synthése de plusieurs autres articles de re-
vues (dont on retrouvera le nom des auteurs dans le texte) et, a ce
titre, n'apporte pas de développements entiérement nouveaux.

Ceux qui, d'autre part, ne seraient pas familiers avec le pro-
bléme des indices ou qui désireraient simplement revoir les notions
fondamentales peuvent se reporter a 'article de M. Claude Tricet,
paru dans la livraison d'avril-juin 1964 de L' Actualité Economique.

Nous nous proposons, ici, d'aborder les trois points suivants :

— les limites de 1'indice fonctionnel ;

— I'évaluation de la différence entre les indices de Paasche et

de Laspeyres ;
— l"assimilation d'un indice fonctionnel & un autre de type
monétaire.
*
T

A cause de la facilité d'adaptation ou de réallocation des res-
sources dont jouit le consommateur, en raison également des aug
mentations de la productivité qui surgissent au cours du temps,
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LES INDICES CLASSIQUES

I'hypothése essentielle sur laquelle repose la notion de I'indice fone-
tionnel doit étre modifiée de fagon telle que :

(1) U = UQn)$ U, = URY)

U, représentant la fonction d'utilité de 1'époque t et Q,; le com-
plexe de biens (g}, g5, ..., ¢i)} correspondant i cette fonction.

A une époque O, le consommateur utilise son revenu de fagon
A rendre maximale la satisfaction de ses besoins. A une époque ulté-
rieure (disons I'époque 1), A la suite de nouvelles expériences ou de
nouvelles connaissances (par exemple, meilleurs renseignements con-
cernant les biens offerts sur le marché...), le consommateur peut, avec
le méme budget, améliorer son niveau de satisfaction de maniere a
ce que U, > U,. Dés lors, se pose le probleme suivant : quel revenu
aurait-il fallu gagner A la situation zéro pour que les niveaux de
satisfaction soient les mémes, c'est-a-dire Uj= U, ; ou encore, quel
revenu faudrait-il recevoir 3 la situation un pour que le niveau de
satisfaction de la situation zéro soit le méme que celui de la situa-
tion un, soit, cette fois-ci, Ui = U,. Ceci va nous conduire 2 établir
les limites de I'indice fonctionnel. :

Considérons le revenu r{ défini ainsi :

@ 7 = biqi + bage + ... + badn
ou, p, représente le prix du bien de rang n & I'époque t et g}
indique le bien de rang n 4 1'époque t.

Ce revenu r{ permet au consommateur a la situation un d’obte-
nir un niveau d'existence au moins égal (aux prix de la situation
un) a celui de la situation zéro puisque ce budget rend possible
'acquisition du complexe &,. Par conséquent, grice i 7, on atteint
un niveau d'existence U{ = U, ; si on modifie convenablement les
quantités du budget, il viendra alors que U{ > U, ce qui concorde
bien avec I'hypothése qu'a chaque budget correspond 1'utilité maxi-
male (situation correspondant toujours au budget rj). Clest dire
qu'avec un systéme nouveau de prix, nous pouvons nous procurer
au moins les mémes quantités et qu'en effectuant des changements
raisonnables dans les quantités achetées (substitutions entre les di-
vers biens), on obtient un niveau de satisfaction supérieur i celui
du début. Et de 13, nous déduisons que le revenu r, qui permettait
de comserver exactement le méme niveau d’existence U, est inférieur
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au revenu 71 qui, lui, rend possible la conservation du complexe &,
et l'obtention d'un autre complexe tel que Uy > U,

o :
Sir, = plq; (achat de nouvelles quantités aux nouveaux
i=1

prix permettant de maintenir I'égalité U, = U, ), il vient alors :

(3) n=2Paq <1 = > biq

En divisant chaque membre paré b! qf, on obtient :

i=1

2bd Zhd

(4) 1-0 =_:_.;_:i:l < i::l =I_0
EIP?CI? & bidi
i= i=1

ou I, désigne l'indice fonctionnel et L, represente l'indice Las-
peyres ayant comme base les quantités-et les prix de I'époque zéro.

Cette relation fixe la borne supérieure de I'indice fonctionnel.
Cette inégalité est extrémement révélatrice; que signifie-t-elle ?
« L'indice des prix de la situation un, rapporté a la situation zéro
et calculé sur la base du niveau d’existence de cette méme situation
zéro est inférieur a l'indice budgétaire calculé en prenant comme co-
efficient de pondération les quantités consommées au cours de la
période zéro...» !

En s'intéressant au revenu r,, I'inégalité (4) se référait au ni-
veau d'existence U, ; en revanche, I'indice des prix qui tient compte
du niveau d'existence de la situation un (en maintenant cette fois-ci
I'égalité Uy = U,) par le truchement d'un raisonnement analogue,
s'écrit : '

n
2 bigi
(5) L=1>=L____p

" g

=1

ol I, est l'indice fonctionnel qui prend en considération le niveau
U,, et P, représente 'indice Paasche ayant comme base les quantités
de Iépoque un et les prix de I'époque initiale.
t. René Roy, Journal de la Socicté statistique de Paris, geptembre 1941, p. 195,
— 638 —
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" Ce résultat détermine la borne inférieure de l'indice. Ces con-
clusions offrent un intérét pratique remarquable. En effet, 3 con-
dition que les niveaux d'existence U, et U, soient sensiblement équi-
valents pour que les indices I, et I, puissent étre regardés comme 2
peu prés égaux (I'un utilisant le niveau U, rapporté a la situation
un et I'autre le niveau UJ, rapporté 4 la situation zéro), on’ peut
conclure alors que 'indice basé sur la notion d'équivalence a une
valeur sensiblement égale & chacune de ses limites L, et P,. En d'au-
tres termes, si I, ~ I,, on obtient en de51gnant par I I'indice fonc-
tionnel qui remplace I et L, " : , -

© .. P<I<L

L’indice fonctionnel pose de graves d1fﬁcu1tes dans lelaboranon
de son calcul pratique & cause de sa référence 2 un consommateur
(2 un individu) mais, en revanche, il traduit fort bien la réalité de
sorte que si la valeur de L et celle de P ne dxfferent pas trop,. ces
indices seront en ‘mesure de donner une idée- approximative de I'in-
dice vrai, basé sur la notion d'équivalence, d’autant mietx qué ces
~indices ne présentent pas, en pratique, les difficultés de calcul de
I'indice fonctionnel. Par exemple, on pourra choisir la moyenne arith-
métique de L et de P pour s'approcher da.vantage d'un résultat- qui
exprime le mieux possible la situation réelle. .

Relevons - cependant une difhculté que souléve lestxmatlon de
l'indice vrai. Pour que L et P soient de bons estimateurs de I, on
suppose que les niveaux d'existence U, et U, sont sensiblement les
mémes, de maniére 3 confondre I, et I,. Or, c'est précisément cette
équivalence des niveaux d’existence qu’il est fort difficile de jauger.
Si les niveaux de satisfaction difféerent notablement, les valeurs de
L et de P s*éloigneront et localiser la vraie valeur de I'indice dans
cet intervalle suscitera les inconvénients propres a I'estimation sta-
tistique. ; 5

@

Pour s'assurer que la comparaison effectuée entre'la situation’
actuelle et celle de base est encore sensée, clest-d-dire que les épo
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ques comparées ne sont pas par trop différentes, 'utilisation d'un
indice du type Paasche ou Laspeyres ameéne le calculateur 4 con-
fronter les résultats que livrent les deux formules L et P. Si la diffé-
rence D = L — P n'excéde pas la valeur 2, on conclut que le calcul
a I'aide de L ou de P reste valide. Au-dela de 2, les quantités initia-
les different suffisamment des quantités de I'époque actuelle pour
que la comparaison ne soit plus représentative ; les deux formules
L et P ne donnent pas de résultat raisonnable. Ceci signifie que les
changements technologiques, 'évolution des préférences des con-
sommateurs ont amené de profondes transformations dans les habi-
tudes d'achat ; par conséquent, si l'on veut dés lors comparer des
données semblables pour dégager les variations du niveau des prix,
il faudra modifier les variables de I'époque de référence, c'est-a-dire
changer la base de I'indice. En revanche, une faible différence entre
L et P laisse supposer que l'erreur commise en utilisant I'une ou
l'autre des formules n'affecte pas le calcul au point de le dépouiller
de tout sens ; ce qui indique simpleiment que les habitudes d'achat
entre les époques considérées n'ont pas subi ces métamorphoses trop
substantielles qui rendraient le calcul inutile.

Ce qui précéde constitue simplement un bref rappel des con-
clusions de la théorie classique des indices ; nous avons repris ces
quelques principes uniquement pour indiquer I'intérét que peut sou-
lever le calcul de la différence existant entre les indices Paasche et
Laspeyres. Clest 2 cette différence que nous allons maintenant nous
intéresser.

Il s'agit donc de donner une signification rigoureuse i 'ex-
pression : :

(7) o D= L-- P

Sur les indices L et P, nous pouvons effectuer les transforma-
tions suivantes :

=t Ep --a";--"'

(8) P — l'l:l - iml] 1 p‘
Sqpt Zpdd
Soient alors :

m; = p{gf, la valeur du bien de rang i A I'instant initial,
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X; =25, rdpport du prix du bien i aux deux epoques 0ett,
T = q‘ , rapport identique au precedent mais portant sur les quan-
D'aprés ce que I'on vient de poser, la relation (8) devient :
| 2miXiTi
©) ) P = 1:'11‘—
Zmi T
i=1

De méme pour I'indice’ de Laspeyres, on aura :

S Sdpl S

(10) Lp - il:l - i=1l - ; = i=1"
24 b : 24 b? z‘mi

i=l i=1 i=al
L, et P, désignent les indices ayant trait au prix tandis que L,
et P, représentent des indices de quantité qui s'écrivent en fait :

ZmTi

(11) L,==——
.;-“.}_ - Zm‘_
i=l
émiXiTi-
12) =

2 X
i=1
Et 'on remarque que L, et L, sont respectivement les moyennes
pondérées des X; et des 7, résultat qui nous sera fort utile dans
la suite, i
Dautre ‘part, 1. Fisher avait avancé ‘dans son célébre ouvrage
sur les indices * que « I'indice Paasche est plus grand ou plus petit
que I'indice Laspeyres, selon que le rapport des prix est en corréla-

3. Voir 1. Pisher, The Making .of Index. Number, Houghton Mifflin Co:, New
York 1932, p. 410 s2.
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tion positive ou negatwe avec le rapport des quantités » ; et de plus,
il affirmait « qu'in coefficient de corrélation élevé s:gmﬁe presque
toujours une différence assez grande entre les deux indices » *.
"~ Nous n"allons pas discuter cette opinion. Si elle a I'avantage de
mettre en lumiére la notion de corrélation qui peut exister entre les
prix et les quantités, il faut dire, toutefois, que plusieurs statisticiens
n'ont pas admis ce théoréme ; notamment, M. Bortkiewicz * affirme
« que le signe et la grandeur de la différence existant entre L et P
peut étre donnée de fagon exacte a l'aide d’une expression qui fait
appel au coefficient de corrélation pondéré ; de plus, précise-t-il, le
signe de ce coefficient est toujours celui de la différence et si les in-
dices ont méme valeur, le coefficient est nul ».

Cette explication qui a trait au coefficient de correlatlon pon'
déré va nous permettre de pousser plus avant notre calcul. En effet,
nous avons : ‘

XY SmX

13) D= P,,—L,,=‘='_‘ﬂ -=
szi‘ zml
i=l jml

En mettant z'm; Tien facteur nous obtenons:

i=1
1 ’ A-.., ZmaxizmsTl
(14) D-=————(Zm;X,T; = =l )
‘ ZmrN= o e m
i=1 ', i=]
S

D’autre part, on peut ecnre =

@) zm:xt—Lpzma Zm% L m

i=l - e dmledsml e gml e e

Dela’ on tn-e o s " I Sty g o .
n i it Pl

as - D"——--.-—(Z'nu'nx; LPqulm‘)-..-'.."'
mY, MV R S g T B e

3. Traduit par 'auteur de ['article.
4.-Voir 1. Siegel, Joumal of the American 'Statistical Socicty vol, 36 septembre

1941, P. 344 85.
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n
Si on ajoute et on retranche L, L, 2= m,, il vient alors :

o]
(17) n n
Bt Znuxm—Lpzqzmi+Lqu2mf—Lquzms)
T i1 iml el
En faisant intervenir les relations (15) :
(18)
D=— - ZmiXin—LpEWTi-—Lquin+LpIq2m;)
‘n'h"ri im]l {im] iml ‘ {m]

En regroupant, on trouve finalement :

(19) D=2ﬂ1 . {%[‘mi(xs'—l.p) (Ti-‘Lq)]}
mili

jml

Ce qui a pour effet de faire apparaitre la covariance des X, 7 ;
d'autre part, on sait que :

T
& Mi%iYi

(m) Tmxy = il

n

2 ™ %m x Om )y
fml

ou dans cette expression du coefficient de corrélation, on a :
xi=Xi—Lp;yi =" - Ly;

= mid Z"mfy?

fua] im]

Omyx = P H um,ry = @
2 = m
fmm] fml
On peut donc écrire :
n L3
(21) Tmyxy - Omyx - Oy 22 Mi = g% M3 i
fm]l jml
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Or, 2 i Xi ¥ est ev1demment 1de.nt1que :3 1 expressmn qu1 appa-

i=l

rait entre les accolades de la relation (19) ; il vient alors :

2 ™

(22) D=—"—(rm/xy.0 Ompx - Omyy)
21‘"4 T:
i=1
Clest-a-dire ;
(23) B D= l—_q("’m/xy Gmyx - "mry)

Voild donc I'expression finale de la différence L — P ‘s0it le pro
duit du coefhcient de corrélation pondéré (faisant appel aux varia-
bles X et 1) par I'écart-type pondéré des X, par I'écart-type pon-
déré des 7, et par 'inverse de ['indice de quantum L. Comme 'écart-
type est toujours positif, il s'ensuit que le signe de la différence est
toujours celui du coefhicient de corrélation pondéré ; si la différence
tend vers zéro, il en va de méme pour le coeflicient de corrélation.
Ceci vient donc compléter I'explication de Fisher et nous permet de
relier par le détour des rapports de prix et:de quantités, la différence

-entre les indices de Paasche et Laspeyres & un coefhicient de corré-
lation, et par conséquent, de donner a cette différence une significa-
tion trés rigoureuse : elle dépenid de la corrélation pondérée qui
existe entre les rapports de prix et de quantités.

L’hypothése cIassique selon laquelle Je consommateur face a un
complexe de biens vise &4 maximiser sa satisfaction, nous améne a
rendre maximale la fonctlon d'utilité :

24) U =U(qu gz s qn) L U@ |
sujette  la contrainte budgétaire, AR ETT I3
(25) P r-=§piqi

— 644 —



LES INDICES CLASSIQUES

Rappelons également que I'on se place dans 'optique d’un con-
sommateur et qu’ainsi, on suppose ﬁxe le systeme de prix des divers
biens sur le marché. On a donc :

(26) F= U(qls Qzy -y q") -2 (T - 21’1 q‘)

i=l
a maximiser en utilisant le multiplicateur de Lagrange. Les prix
étant fixes, il vient :

aF aU
== i =
aqi  aqs 1=
aF aU
—_— —_ l =
@) dq: 04 be
aF oaU
= —Ab, =
I 9qn b 0
Soit en définitive :
(28) B _Ha - g
bv b2 pa

en désignant %E—par 4; ; M est un parametre dont on va préciser
t E = . : " - b

le sens. Ces n — 1 équations jointes & 1'équation budgétaire permet-
tent au consommateur de déterminer les n gquantités qui rendent
maximale son utilité °. _ ;

5. On suppose évidemment que les conditions du second ordre sont satisfaites,
goit que les déterminants de Hessian ont leur signe qui alterne.

dugu | |ou su gy JECRCINCIN
o aq3, || | o da0a,0000, " o dae, dae, |
' du du ou U - | U FU QU '
{oope, o P " [oape, o0 anga, T[TV fagan 5 epe, T
—-b, -p, O U FU U e -
oo, " o
i 28 2p 5 U dU U

' aqnaql aqnadg ';“ aq; -_'pﬂ
—b, =Py e =P O |-
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Ce théoréme fondamental étant rappelé,.il nous faut :de. plus
reprendre certaines.autres équations de base avant d'entreprendre
le calcul de I'assimilation d'un indice fonctionnel & un indice de type
monétaire. En effet, la fonction d'utilité se met également sous la
forme :

(29) | U=2 (P, ).

o P est le vecteur prix et r, le revenu. Et si I'on considére une.
situation hypothétique ou les prix d’'une époque i l'autre auraient
subi une variation proportionnelle z et que 'on rattache cette situa-
tion 3 celle que I'on obtient véritablement 4 I'époque 1 en por
sant que I'indice fonctionnel hypothétique satisfait 3 la condition
@ (P, 1) = ® (z P, 1), cet indice z sera alors :

2.4 P
(30) Z - n:l
e

ieal

Ces choses étant dites, abordons maintenant le probléme de
I'assimilation d’un indice fonctionriel 3 un-indice monétaire. Pour
~ ce faire, nous devrons d’abord ‘préciser la signification du paramé:
tre A ; nous établirons ensuite une relation qui déterminera la de
mande d’un. bien de.rang j lorsque son prix varie ; nous nous, inté-
resserons-de plus aux élasticités de l'indice fonctlonnel _par rapport
au revenu et aux prix. Enfin, quelques con51derat10ns sur. le degre
final d'utilité du revenu monétaire nous permettront d'établir les
conditions nécessaires & I'assimilation des deux types d'indice.

Chacun des ¢, qui maximise la fOﬂCthn d’ut1hte dépend des’ pi.
et de 7 ; on écrit don, : - ;

(31) : . = qi (pl! Pzs--- pﬂ! T)
Et par cbnséquent, quuatuon‘ (24) devient : ;_
(32) U= U [ql (pl: PB: b } Pu? T)s CIa (Pn .st .-"'., pm 7")’--'": =
Gy P P
Cette fonction de fonction se met sous la forme':
(33) . U =2 (bs Psy «ees Pur 7)
— 646—
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Si les prix pour un consommateur sont constants, une variation
du revenu affecte ainsi chacune des quantiteés :

(34 do, = S ar
Et pour U,ona:
(39) dU= S Ly
iml

ou encore, en se servant de I'équation (33),
(35) aw-La

Nous désignons l'expression (35a2) par @, dr, @, étant la déri-
vée partielle de © par rapport a et @, dr étant la différentielle to-
tale de U. Des équations (35) et (35a), on déduit que:

(36) or =S o

i=1

Or, on sait que u, = Ap,, par consequent

37) or = Sp oL =

el

Sir =2 b g, en différenciant par rapport 2 g, les prix restant

fm]
constants, on trouve :
aqi
(38) %n oL
Et donc,
(39) @, = A

ce qui est 1'expression du degré final d'utilité du revenu en mon-
naie ; ce degré final indique I'influence qu’a le revenu sur le niveau
d'existence .
6. Strictement parlant, qr constitue le degré final d'utilité et non Iutilité mar-
ginale du revenu en monnaie qui serait plutdt ¢prdr, soit une différentielle. Toutefois,

on identifie souvent la notion du degré final d'utlité de Jevons i celle de I'utlité
marginale, ce qui signifie que 'on pose dr = r1.
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Etablissons maintenant une autre . relation' fondamentale. Si r
reste désormais constant et si le prix du jo produit’varie seul, nous
obtenons :

= 0qi
0) aU = Zugldp
_ =1 ’
Clest-a-dire,
(40a) dU = “—dPJ
et @; désignera des lors la dérivée partielle g’
)
L’équation budgétaire dans cette perspectlve d'une variation du
prix du jo produit dev1ent - _ _ /

(41) 7= pigi+ bidj
jFi=1 .

En dérivant, chaque g; étant fonction de p; et le revenu demeur
rant constant, on obtient : . .

d
@) 52+ gr 2L -0
ji=1
En regroupant : . . e i
" aq . mels
(43) ZP'ag =] PaeRTirs S50
i=]
Et de 13, 'expression finale de g
(44) u;—lpi cPTp; r
n, aq1
(442) 21u« = ¢ Zpl
. =1 - LLodml .
lj ﬂh_-aﬂi‘_‘*‘l- P I‘
(44b) q,rgplaj— q} % i
@) "q,-'=_.—%



LES INDICES CLASSIQUES
D’autre part, 1*élasticité de l'indice z par rapport au revenu se
définit selon la formule classique :

E@ & r
E(7)

(45)

ce qui est évidemment une élasticité partielle pu1sque z depend aussi
“de P. Soit alors A, I'utilité marginale du revenu pour la sltuatlon
(P, 7) et ¥ pour la situation (z P,, r), c’est-a-dire :

(46) A= ? (ph p?a'"s Pm T)

(463) 1 zPls zp2s !zpnb ) -

et de la, si on suppose égaux les niveaux d existence de facon a ce

que ® (P 7) = @ (2P,, 7}, une variation de prix ayant surgi entre
les deux époques, nous ceuvrons sur les équations (46) et (46a) et
en egahsant les dérivées partielles, 11 vient :

N Y] |
(47) (Pl: p2s - ,pm ) [apo p] apg " a‘T w——
@ o om], o
*” J*ar-
o C'ést;é.'dire .
48)

_%?.(plr pz,...,pm ) z [zp?s ng,..., ng, T] p:] __%?

s-I

+ Q [zp ng,...; zp?, r]

Si on utilise nos notations, on écrit

| (49) ‘Pr(pl, D2yees Py ) 2 q)‘(zp“zpm azpl 1 )po a2

i=l

4; Pr (‘zpl, zpz,.---, 2pn, ")
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Et enfin,
(50) L =% + é @i (zpll)! ngs e | zp'“ )pﬂ i

jm]
On se rappelle, d'autre part, que q, ¢,=%; et A=9,, ce qui

nous permet d'écrire par g/ 'ensemble des quantités correspondant
a la situation (zP,, 7) :

(51) q”‘ (zp1’2p2) szpru ) q’l'
En reportant ce résultat dans I'équation (50) :

(52) = Mgl az

=l

D’aprés la relation {(30), on a zq. b} = —, et par conséquent,

i=1
I'expression (52) devient finalement :

(53) E(z) 3’

Poussons un peu plus notre raisonnement en établissant une der-
niére relation fondamentale qui nous servira a identifier un indice
monétaire 4 un indice fonctionnel. Partons de 'expression illustrant
un changement dans les prix :

(54)
2% _| 82 ., 32
api (phpﬂ,---,pﬂ:r) [apg pl + apg pz + i +— apo pn] apl
Ou, plus simplement,

55 op p) &2
(53) E bi ope

Or, on sait que :
@i=MAgiet @) =Ag)
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ol a) g, est I'ensemble des biens adaptés i la situation ou le de-
gré final d'utilité du revenu est * et ot également le degre
final d'influence du prix est A -

b) glest cette fois-ci I'ensemble des biens correspondant a la
situation ot V' représente le degré final d'utilité du re-
“venu et ¢ I'influenice finale du ‘prix: zp, o

Par conséquent, I'équation (55) devient :

(56) ) , 1q‘_ llijpo 0z . P ” :-'-!"f»'r:.
' H 5 h . . _ Jnl ap' e _—
En aﬂ’ectant le second membre du terme z on a:
I PR T
. J=1 5 ap
La relat:on r —Zzp, g/ nous permet decme
J=1 s 2 s BE O EpeEL R TR R 5
o8 e g
opi l’r 4
Et donc 1’elast1c1te part:elle au prlx de Z est de la forme :
B R : 09 h T R R ]
A
59 L E("‘) q"". o

L’élasticité de I'indice fonc'txonne_l par rapport aux prix et au
revenu découle des relations précédentes ; z étant fonction de p et 7,
ona: o

o dz '_r o dr A dP-
(©0) R AT - R
& _w b v i p dp
(6D 2 9 r z +§lap, bi
_E@ dr B dp
©) ~En - +§ Ep) b
©® . =.(1 M)dr+__2 _abi dga
: R T T v i=1 zlp:qu .
J=
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Etenfin, -~ = "y f - o R F
SN d ;
©64) (1 ) 7 l’ Z( ;) |
avec ;= —;&, coefficient quirapﬁarait en fait dans la définition
= bi gz | |
j=1

de I'indice monétaire.

Dans la mesure ou l'on considére deux époques assez rappro-
chées et ol I'on peut admettre que * et ¥ sont & peu prés égaux,
I'indice z fondé sur la notion d'équivalence s'assimile daprés ’équa-
tion (64) i un indice de type monétaire, c'est-a-dire :

/4

n ' :
) & (e
Pv | _ _

Par ailleurs, si on exprinie le niveau d’existehce comme une foncr
tion du revenu reel au lieu du revenu monétaire, on retrouve les
egalités :

(66) U tI)(P " =0z Pn,r) H(p)
ou P représente le revenu réel ? du consommateur soit le revenu

monétaire divisé par l'indice des prix. L'utilité ma.rgmale du revenu
réel, en désignant par h le degré ﬁnal d’ utﬂxte s ecrlt

o o =g

Si I'ecart(—— - l)s appelle e, 0na &videmment A = {1+ e) ?»’

et, par conséquent,
(©) w=(1+e)i
L'expression (64) dev1ent alors :

) - 0+ 93 (o d"‘) &

i=1 4

Et d'apres ce que nous avons souligné précédemment, 4 savoir
que si A est presque égal & ¥ entre deux époques rapprochées, les
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relations (68) et (69) fournissent respectivement les estimateurs
convenables de * et I'indice z, soient : :

n
70 - L L
= i=1
a condition évidemment que ¢ = 0.

Ceci montre la relation qui existe entre les mdxces fonctionnels
et monétaires ; toutefois, au-deld de cela, il convient pour terminer
de préciser davantage les conditions nécessaires a I'assimilation de
ces indices. '

Nous avons dit que l'utilité finale du revenu } devait étre prati-
quement égale & M si l'on désirait assimiler les indices monétaires
et fonctionnels. Ceci signifie que pour des complexes de biens appar-
tenant A une méme surface d'indifférence, I"utilité finale du revenu
n'a pas changé. Quelles conditions devonsnous alors exiger pour
conserver l‘invariance de 2 ? Si I'on part de I'expression fondamen-

tale & = p ~—, on peut ainsi transformer cette relation :

2 wig; 2 Uidi

1 l=ﬂ.=i=1 =1’\=1
o 2

n

=g

i=1
Par conséquent, pour avoir * constant, il faut que la somme des
% ¢ soit constante ; méme si les quantités au sein du budget chan-
gent, celles-ci étant affectées de la variation d'utilité (u,) devront au
total fournir une utilité constante ; quant a 7, il est constant par hy-
pothése. En utilisant la relation g, = — % ,

on trouve :

é @;pi
(72) s, e e e

T

Ft on a donc : |
(73 ' ziql bi = constante
je= ] ap‘ l
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. Les variations d'utilité dues aux prix afféctées du.prix de:cha-
que bien devront, en définitive, s’annuler :pour ;donner une-.utilité
totale constante. C'est une condition analogue & la précédente qui
avait trait aux quantités. On peut donc écrire, de facon précise,
les deux conditions assurant 'invariance de % :

) ~-2-——q;— T LA

im1 1 aq'

p‘ K (K constante)

b) 2

1=llap‘

- Soit, I'invariance June fonctmn des quantltes ou dune fonc-
tion des prix et du revenu sur une surface donnée d'indifférence.
On peut considérer la constante K comme une foncmon queIconque
de l'utilite totale c'est-a-dire : ¥

74) _— K V'(U)

EtsiV (U) est une fonct1on arbltrau'e mais croissante de U,
il vient : -

(75) Z

il

i

=1
aq; q; '
en faisant intervenir la premxere condmon dmvanance de 4 En
i
tra.nsforma.nt on trouve '

- Z .V'(U) '.z’ R S

La fonction U (Q)- remplacée‘ par V' (Q) étant aussi une-fonc:
tion croissante, pour obtenir I'invariance de * et les conchtlons qui
sy rattachent d'apres la relation (76), il suffit de poser i’ L

n 7 aU
= =1
(77) = 4o
Qu'est-ce & dire 7 Cette relation signifie tout simplement que les
chemins d'expansion sont des droites issues de 1'origine (surface d'in-
différence homothétique par rapport a I'origine) ; on rejoint ici la
théorie du sentier d’expansion selon laquelle celui-ci s'exprime par
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une droite lorsque 'effet-revenu joue seul (accroissement du revenu
réel et invariance dans le rapport des prix). On connait évidemment
les restrictions qu'il faut apporter a ce modele pour qu'il soit sus
ceptible de représenter la réalité économique : petits revenus ou
regroupement des biens par classe.

Abordons maintenant le dernier point de cette section en obser-
vant comment le degré final d'utilité du revenu % varie. Les élasti-
cites partielles g—: etgg expriment la sensibilit¢ de la valeur de &
aux variations de prix et de revenu (avec » = A (1-3, 7).

Soient alors :

. E
@ — 1" .’ . by
lelasticite partielle E

'z o dqi r

et & = |'élasticité au revenu iy

Revenons & I'expression 9;= —} g, et si nous en prenons I'élas-
ticité au revenu, on a :

E(9) E®) E (qf) :
78) E@) _ E( T E@ 9T

On sait que gr = 9p: g: et 3P: = ¢idx, ce qui nous permet d'écrire

79) . E(@) a%r o\ 7

En multipliant par %—-;— et en regroupant, on trouve :
1

(80) E (v3) _EM R EG) r —=EQ r

E® E@) pi % E@®) pi —xg  E®) pig
Soit, en définitive :

E () EQ(G 1

(81 EG) - T EQ) @
puisqu’on a toujours :
—_ p:’ q:
T
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En comparant 'équation (81) 3 la relation (78), on trouve :

. Ea . % .
(82) b o+ &)
Ce qui a pour effet de lier les variations de A par rapport aux prix
& celles de A et g, par rapport au revenu.
D’autre part, la différentielle logarithmique de * nous donne :

(83) - dx _axdr o dpi
A ar )\ api A

En multipliant le premier terme de la derniere équation par% et le

second par %, nous faisons alors apparaitre I'élasticité totale de }

qui s'écrit :

a3 dr _EQ) & & EQ) dn

se rappelant que %(% = @ et en faisant intervenir la relation (82),
on obtient : '

d “ dpi
(8) - LIGVDE =

L |

Si z est 'indice monétaire par rapport au prix, il repond évidem-
ment a la définition :

2 d,
u_..z P

i=1

Et de 13, on tire :

(86) dk =@(£1'1—'_ éua tdp‘

L4 L3 jo - r
Le revenu réel p s'exprime par la relation p =-_"et en se servant de

la différentielle logarithmique, il vient :

o)
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Soit, en fait :

(88) er o &

Et donc le terme © _(i_r - —ézi) de I'équation (86) s'écrit plus

o(7)

Enfin, si la moyenne pondérée des élasticités au revenu a pour
valeur : '

simplement :

> b
(89) Bloj, gre So-L0 . 04 L
b =13 pgs EMq-

i=1 = 1

on peut avancer que l'influence de cette relation sur la valeur de *
ne sera pas tellement modifiée si a I'élasticité du revenu, on donne

Eg)

sa valeur moyenne (estimateur de 0] ), ce qui revient a dire :

e, = 1 et ceci étant posé d’une fagon toute générale. Par conséquent,

Z dpi dpi  dz
90 Qg —— = =—"
= S Za -
ce qui est bien I'identification recherchée. Et la relation (86) de-
vient finalement :

oD -o(48)- £

Nous avons ainsi précisé les conditions auxquelles nous devions sou-
mettre notre analyse pour que l'indice fonctionnel soit estimé par
un indice monétaire. C'est en se référant 2 I'équation (91) que
R. Roy écrit : « Dans ce cas particulier, I'indice z s'identifie donc
avec I'indice fonctionnel... Nous constatons bien que sur une méme
surface d'indifférences, caractérisée par l'invariance du revenu réel

W [} dans notre texte] reste constant, ce qui est nous le rappe-
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lons la condition permettant d'identifier I'indice fonctionnel a un
indice de type monétaire.» 7

La rigueur du développement mathématique nous a conduit a
I'équation (91) qui nous montre dans quelle condition (invariance
de *) l'indice fonctionnel s'apprécie par un indice monétaire. Pour
terminer, il convient de voir les implications économiques sous-
jacentes au résultat obtenu. L'invariance de l'utilité finale du re-
venu (}) suppose (les équations 71 et 73 ont bien mis en évidence
ces remarques) que le consommateur, face 3 un revenu constant et
a des prix qui varient, augmente ou diminue ses quantités demandées
de fagon proportionnelle. Cette variation des prix modifie le revenu
réel du consommateur et cette équi-partition des accroissements dans
le revenu entre les divers biens peut sembler, du moins a premiére
vue, difficile 3 admettre. En efet, lorsque le revenu s'accroit, le con-
sommateur n'augmente ordinairement pas de fagon proportionnelle
sa demande pour les biens qu'il achéte actuellement, mais dirige plu-
tot ses achats pour une partie, vers les biens présentement consom-
més et, pour une autre partie et peut-étre la plus importante, vers
des biens supérieurs ou de seconde nécessité. L'invariance de » amene
donc en pratique certaines conditions supplémentaires qui limitent
les possibilités d'assimilation des indices en question. On estime en
effet que seuls les individus a bas revenu, c'est-a-dire a faible niveau
d’existence, dont les besoins fondamentaux ne sont pas encore pleine-
ment satisfaits, réagiront dans le sens d'une équi-partition de I'ac-
croissement du revenu entre les divers biens. Ces personnes consa-
crent leur revenu presque exclusivement a la satisfaction des besoins
élémentaires et, par conséquent, une augmentation sensible du re-
venu servira a améliorer la satisfaction de ces besoins ; et comme
ceux-ci sont 4 peu prés d'égale importance, on peut conclure i une
équi-partition probable de leur revenu supplémentaire entre leurs
divers achats. '

Yves RABEAU,

licenci¢ en Sciences commerciales

(Montréal ).

7. R. Roy, «Les nombres indices », Journal de la Société statistique de Paris,
janvier-février 1949, p. 22.
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