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‘Analyse

Recherche opérationnelle

Les modeles linéaires et les séries chronologiques

L’étude des relations entre des variables économiques fait lar-
gement appel & des modéles construits sur la base de théories
économiques. La spécification du modéle est un ensemble d’hypo-
théses sur la forme générale de la relation que-l'on étudie, et sur
les caractéristiques des éléments aléatoires qu1 y figurent. La statis-
~ tique a alors pour role :-

— d'estimer les paramétres du modéle ;

—d mdiquer la confiance que I'on peut mettre dans ces esti-

més et de tester les hypothéses que 'on peut faire.

Clest ainsi que se développe I'étude statistique des modeles.de
régression linéaire normale. Le temps n "apparait pas dans ces mo-
déles, ou, du moins, ces modéles ne traduisent pas I'évolution au
cours du temps des variables. Sur des modéles ou le temps inte-
vient, les mémes procédés statistiques sont souvent employés ; on
peut s'interroger sur leur validité.

On rappellera. donc les principes et les résultats de 1'étude des
modéles de régression linéaire normale, et ensuite on considérera la
valeur de ces résultats a propos de modeles farsant intervenir le
temps (modeles dynamiques).

Modéle de régression linéaire normale. Une vanable y, dependa.nte
ou « endogene » dépend linéairement de k varlables indépendantes
OU « EXORENES » : Xy, Xay oo X -

y = o, +“axn+ +ﬂ=..=:vc;=
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Mais cette équation n'est pas toujours vérifiée : il y a des « erreurs
sur ['équation », que l'on peut interpréter comme des perturbations
ou des «chocs». Ces erreurs u, sont aléatoires, ont une loi de
probabilité normale de parametres 0, ¢,

Le modéle est donc :

y=ax +ox+ .. Toxtu
E[u]l=0
D¥u]}=0? loi de u: N(0, g9,)
Un échantillon sera obtenu en mesurant les différentes valeurs
y! ... y™ associées aux groupes de k variables :

L:(ely %00 s %)

wibo (s X8, s 05 )
Ces observations seront résumées dans les matrices :
y XL X o B
T=1. etM =
y* O
Lors des mesures, la perturbation u aura pris différentes valeurs
u!, ..., u™, chacune étant aléatoire. '

Une hypothése importante est celle de I'indépendance des diffé-
rentes perturbations, qui entraine :

Efuay}=0 s i#j

1) Estimation des paramétres du modéle.
Ces paramétres sont les k coefficients : @, ... o, et la variance des
perturbations : o’
On peut chercher des estimés des coefficients @, ... o, en suivant
I'un des deux critéres d'optimalité :

— meilleurs estimés non biaisés, linéaires,

— estimés du maximum de vraisemblance.

Le meilleur estimé non biaisé de o, sera la grandeur «* calculée
4 partir de ['échantillon, donc aléatoire puisque I'échantillon ['est,
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mais dont 'espérance mathématique est toujours E[o*]} =0, et
dont la variance est minimale.

Toute autre estimation donnerait un estimé a de variance
supérieure ou égale 3 D*[a*].

L'estimé du maximum de vraisemblance est celui qui maximise
la « fonction de vraisemblance » de 1'échantillon : si u est N(O, 9,),
y—a, x, —x, — .. &x, est aussi N(0O, 0,), c'estd-dire que l'ex-
pression de la densité de probabilité conditionnelle de y, étant
donné les valeurs de x, ... x est:

POF | 7o« ap)= 1 exp[“(y_mxli;ﬁ”_a*x")e]

\/211'05

L'échantillon est constitué d’'un ensemble de variables u indépen-
dantes et a pour densité de probabilité

G T D 1C i I -y

1
expl:—(yl—mx{-—...uakx.})’+...

(2mol T

+(ym—a1x’f‘—... —a,,x},")’]

La notation matricielle va simplifier I'écriture :

o
st a=| .
| o |
Ft
si us=
| um
on a donc:
T=M.a+u
u=Y—M.a
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la fonction de' densité de -I‘échantﬂlon est alors -

exp[ x ’M. DX - M- a)]

207

£(Y|M) =

(211'62) 2

On remarquera qu'on étudie en fait la- distribution conditionnelle de
‘échantillon. des vy, associée a la matrice M des observations des
variables exogénes (x, ... xx). Clest ainsi que dans la suite, M ne
sera pas considérée comme aléatoire, mais comme une matrice fixée.
Cette fonction de densité est fonction de la colonne a. On
prendra pour estimé a de @, la colonne qui maximise la probabilite
eélémentaire de I'échantillon, donc qui maximise la fonction de densi- .
té, ce qui revient A rendre maximum son logarithme: Log(f(Y | M))
est appelé la fonction de vraisemblance de I'échantillon.
« sera déterminée par :

2 g (frim) -0

La fonction de vraisemblance sera maximale si la quantit? :

(T -Ma)*(Y - Ma)
est « minimale ». Le développement de ce produit scalaire serait :.

-t —. . —axb)+. . O —axT— .. = xR
On cherche donc & minimiser la somme des carrés des différences
entre y; et une combinaison linéaire-
| ; élx';..."akx},
Cette-méthode d'estimation s'appelle donc méthode des moindres
carrés. La colonne & sera déterminée alors par I'équation matricielle :
M+T-Ma) =0 .

d'ou & =M+M)-IM+T
qu1 constitue I'estimé par les moindres carrés des coeﬂicxents de
régressions.

Il serait facile de voir que 'estimé a, qui est aleaton'e pulsque
lié 3 un échantillon aléatoire, a pour espérance mathématique :

E[&]=a
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On dit alors que I'estimé n'est pas biaisé. La colonne

A
@l

~
ak
est donc constituée de k éléments aléatoires dont on connait I'espé-

rance mathématique, la matrice des variances et covariances de ces
k wvariables sera :

E[ i-w G- a)+] = 63 (M+ M)~

Bnfin on démontre que les estimés par les moindres carrés sont aussi
les estimés de variance minimale ; ceci restant vrai méme quand les
perturbations ne sont pas distribuées suivant une loi normale.

En résumé, I'estimation des coefficients'du modéle de régression
par la méthode des moindres carrés, conduit aux meilleurs estimés
linéaires ; si la loi des perturbations est normale ce sont ausi les
estimés du maximum de vraisemblance. Quand la taille de I'échan-
tillon augmente, la précision dans la détermination des @, s'accroit,
et on montre que : quel que soit € > 0

P[ISJ ‘af|>e:|

qﬁan’d le nombre d'observations m tend vers l'infini ; on dit alors
que d; tend en probabihte vers la valeur a,.

Ayant les estimés des coefficients de régression, on peut calculer les
m résidus

"0;;

A S S
¢1=y1—31x}—32x2'—... .= ar X
=y AT —aXf— ...~ X}
ou, sous forme matricielle :
e=YT-Ma
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ces résidus permettent d'estimer la variance o des perturbations

U par:
A2= e+e _zc"m
® T m-k m-k

Intervalles de comfance ; tests d’hypothése. Sous I'hypothése
de normalité, pour les perturbations, la loi des estimés est une loi
a k dimensions, normale, de matrice de covariance :

AM+M)™!
o est N{a: 63;(M+M-)-l)

La loi du rapport :
z ei(”

2
ou

est une loi du x* & m — k degrés de liberté.

Définir des intervalles de confiance pour @, nécessite une loi ne
contenant plus la variance inconnue ¢,%:

le rapport :

_@—a 1
ei(i) mj

ol my est le j#m¢ élément de la diagonale principale de (M+ M)—*
ne dépend plus de 6,2 et suit une loi de Student & m — k degrés de
liberté. Si @(t) est la loi de Student &3 m — k degrés de liberté, on
appelle t,..s la valeur de t telle que :

fm(p(t)dt = 0025
to

026

t =

m—k

Au cours d'épreuves répétées constituant des échantillons de taille
m, 95 p.c. des estimations du coefficient @, par a; sont telles que
l'intervalle :
@
&; + to.025 Zé— V m;;
m—k
contienne la valeur exacte a;.

— 698 —



LES MODELES LINEAIRES ET LES :SERIES. CHRONOLOGIQUES

Enfin, I'analyse- de -variance - -permet de tester la contribiition
d'un groupe 'de variables -exogénes:-a la. « variance exphquee » de
la variable endogéne. : : = ek g

La notion d'espace de probabilité. Dans ce modéle de régres-
sion,. x,, X, ... Xx étant fixés, y est aléatoire : ‘son espérance mathé-
matique ést une combinaison linéaire des valeurs-exogénes, la dé-
viation de y par rapport. a cette valeur est duea .des phmomenes
assez complexes pour qu'on les-appelle aléatoires. 1, -

' Il est commode. d'i imaginer - une variable: aléatoire :comme etant

3

une fonction : i SR R R AT I SRR e
‘ y =y(w)
) g
définie sur «un espace de probabilité »'Q; un &ément w de cét
espace abstrait @, figure la réalisation: de certains phénoménes en-
trainant pour ¥y la valeur : y(w).
Toutes les réalisations possxbles sont ainsi les éléments de Q.
+© ‘est "un -ensemble ‘mesurable: De ‘méme que Iz lofgueur d'un
segment est définie comme une mesure sur une droite, 1a‘ surface
comme une mesure dans le plan, le. volume, dans l'espace a trois
dimensions, une mesure est définie sur l'ensemble ©, avec les conr
venuons 2HS v The Tey fﬂ.'!."l .
1) mes(2) =1 ; IR L
2) siQ,Q, ... % ... sont des sousensembles disjoints de @ .
mes(®, UQ, ... UQ ..) = mesQ) +
mes(2,) + ... + mes(Q). + ...

alors I'ensemble des ® entrainant p‘our y{w) des valeurs inférieures
a y', que l'on note : o
{m | y(m) <y}

( it . i i R P , .
A e .:,-.z'l".w Tl g B e Ty g

a' pour ‘mesure !
e oes g, 008 40| (00) L 91h = P[y<y1] Fiy).... &
Cette ‘mesure. correspond aux probabﬂxtes intervenant: dans la défie

nition d'une variable aléatoire; on voit en partxcuher la_signifi-
cation’ de la fonctioni de ‘répartition : F(y)..
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. Ensemble d'observations. et suite d’observations.. On observe m
réalisations : y' ... ¥* de la variable aléatoire vy, on obtxent un en-
semble de m valeurs

~

| {y* .. ¥}
si ces observations ont été effectuées au cours du temps : il y a une
premiére observation, puis une seconde et une mi”¢. On a alors
une suite de valeurs v, (t = 1, 2, ..., m).

La valeur y, peut étre influencée par les valeurs précédentes, il y
aura alors un certain modéle d’évolution de y au cours du temps.
Supposons que les valeurs successives y, sont prises suivant un
schéma autorégressif : - N

Ve=aye—,tw
ol u, est une variable aléatoire :
E{u,]}=0
E{luw]l=0 si ts=t

Il y a autocorrélation entre les valeurs y. qui se succedent L'espé-
rance mathématique de v, est ;

Ely.} _ayt AR
donc le coefﬁcxent a est tel que : '
E[ | ye—ayia [* ]

soit mlmmum g’ ‘

i

dE{|y.—ay '} _
N da

‘Donc

= E[yt}'t—-l] ST 3
g E[yt I 7 L
qui constitue le coefficient d'autocorrélation de la suite y,(t =1,
2, ). B d . ' '
L’interdépendance entre les valeurs successives de y. peut prendre
bien des formes ; celle-ci était trés simple. La considération de l'évo'

1. On demontre en theor:e des probabihtes, que 8i X est une. vanable aleatmre.
E[{X—c[*] estmm:mumslc—E[X] :
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lution au cours du_temps de quantités aléatoires dans des modéles
économiques, se fait en y introduisant des processus. aléatoires au
lieu de variables aléatoires.

Les processus aléatoires. Considérons une fonction périodique,
du temps : :

A

= A sinvt teT

le graphe de cette fonction sera une sinusoide d’amplitude A, de
pulsation wv.

Si A est une variable aléatoire: A=A(w) ©€Q espace
des probabilités, la fonction devient aussi aléatoire, et & un point @
de l'espace des probabilités @ correspond une fonction sinus, de
pulsation v, et d’amplitude : A(®).

On a donc autant de réalisations différentes de la fonction que
. de points ® dans 'espace des probabilités.

Cet exemple est trés simple, on peut compliquer un peu la
structure de la fonction aléatoire.

Soit : -
" v v
y = A, sinvt + A; sin 5 t+ A, sin = ¢
ou {A,, A., A.} constitue un triplet aléatoire, c'est-d-dire qu'a un
point @ de I'espace des probabilités @ correspondront trois valeurs :

{Ai(©), A(v), Ai(0)}

qui constitueront une réalisation particuliére du triplet."

A une réalisation particuliére pour {A,, A A,} correspond une
fonction liant y a t. g .

Dans les deux cas, on peut considérer y comme fonctlon de deux
variables :

y=f(z, 0) )

— chaque réalisation ® entraine une liaison particuliére entre
yett,

— a chaque é epoque t, différentes valbirde y peuvent étre associées
suivant les différentes réalisations possibles ®.
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Les deux exemples donnés sont loin d'étre généraux. On gar-
dera, pour définir une fonction aléatoire, la forme :

y=f(t, ®)
teT weQ
— T est I'ensemble des temps.
— Q est un espace de probabilités.
Rien n'a été précisé sur I'ensemble T, il peut étre continu :
T {tltaététb}
il peut &tre aussi un ensemble discret :
T:{t|t=0, 1, 2, ., m, ..}

ensemble d’époques successives : le processus autorégressif dont on
a déja parlé était défini sur un tel ensemble.

Certains auteurs distinguent les deux cas, en parlant respective-
ment de processus aléatoire ou de suite aléatoire ; dans la suite on
ne fera pas de différence entre ces deux appellations.

L'étude de phénomeénes économiques se faisant généralement au
cours du temps, on peut toujours faire correspondre son époque
chaque valeur y observée. La correspondance : temps, valeur ob-
servée, définit une fonction

y=f(t)

La forme de cette fonction dépend de causes trop complexes
pour étre explicitées, on préfére dire qu'il y a un certain hasard
dans la réalisation d'une telle liaison, ou bien que la liaison observée
était une réalisation particuliere d'une fonction aléatoire :

y=f(t, ©) ©€Q,teT

Il faut bien insister sur le fait qu'a un ® correspond une réa-
lisation compléte du processus, on peut alors s'interroger sur la
structure de l'espace de probabilités Q.

Pour la plupart des grandeurs aléatoires dépendant du temps,
la suite des valeurs prises dépend de réalisations successives, au
cours des époques, de phenomeénes aléatoires.

On considére ® comme un point dans un espace a plusieurs
dimensions, dont les coordonnées sont ©(t).

w, {0(z) |te T}

— 702 —
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Le nombre de dimensions sera égal au nombre d’époques t figu
rant dans I'ensemble T. Fixer @ dans €, c'est fixer la suite des réali-
sations ©(t), t € T entrainant la liaison

y=f()

Cette fagon de concevoir lespace des probabﬂ;tes entraine des
difficultés d'interprétations, surtout lorsque 'ensemble’ ‘T est con-
tinu :

T {tlt,.4t4t.,}

Une étude statistique d'un processus aleatmre devant explorer
les réalisations possibles de fonctions du temps exigera en général
des échantillons importants. De ce qui vient d'étre dit on peut dé-
duire que beaucoup 'd’observations de grandeurs.économiques ne
constituent en fait que des échantillons de taille un': on ‘n’observe
qu'une seule évolution au cours du temps.

Des hypothéses restrictives sur la nature du processus sont alors
faites, une des plus importantes est celle de la stationnarité.

La stationnarité. Une variable aléatoi:e est_ entiérement.déﬁnie
par sa fonction de répartition.. . ., .. .- ‘

Le processus aleatoire y.,:t T est constltue d une su1te de va-
riables aléatoires. Si t =t,, y. = yi, est une vanable aleatone dont
on note la fonction de répartition : s G gt s 7 ]

F(ys; t.) =Ply, <yo]
a deux époques : lto, t, correspond le couple aleatmre
N fomg - o e e
dont on note la fonction de repartxt:on ,
F(yo 31 5t t:) =Ply, < Yo Y < 3:d

si on peut deﬁmr la fonction de repartxt:on de toute suxte 4
correspondant aux epoques by By oy By e N

T

W oEa ®

o F(yoa ‘yls ey yﬂ) ey to: th seey tm .':") = e e auny "

_ P{y:,< Yor B, < yx. 58 yx,. < ¥ .
on a alors deﬁm le processus aléatoire, o
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Le processus sera stationnaire si ces fonctxons de repart1t10n ont
la propriete : - e

F(S!o; yls Laky yn; to, ‘t:-ls ';w tﬂ) =
F(y(h 5’:, vies Yni Lotes Tites -ony tu-!»c)

ol e est une constante quelconque ajoutée A toutes les époques
T wi B
En particulier on aura

F(yo; t) =Ply. <3l=
F(_‘yo : t.+ 1) =P[y.+: = }'u]

y, fixé, la probabilité d’avoir une valeur observée du processus 2
la date t inférieure a y,, est égale 3 la probabilité d'avoir une valeur
observée i la date t + 1 inférieure a y,.

Une grandeur dont I'évolution est caractérisée par une crois
sance constante ne peut donc étre stationnaire ; c'est le cas de
grandeur possédant un trend ; les déviations par rapport a ce trend
peuvent, elles, étre stationnaires.

Si le processus ‘est stationnaire, le temps n'intervient plus de
fagon absolue, mais relative, la corrélation entre deux valeurs du
processus ne dépendra pas des deux dates d’observation de ces va-
leurs mais de la durée entre les deux observatlons
On a coutume d'appeler

B 61— Eblow ~ B |- 16

la fonction de covariance du processus ; dans le cas de la station-
narité : -
Tt} mT(|[v—=%]]

On peut dire que les propriétés du processus ne changent pas si
on fait subir au temps une translation.
De ce fait les caractermnques de y,, comme lesperance mathé-
matique ou la variance, sont constantes au cours du temps.
L’observation d'une seule réalisation d’un processus stationnaire
permet une étude statistique, elle renseigne sur I'ensemble des réa-
lisations possibles. Cette propriété est illustrée par I'ergodicité.
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L'espérance mathématique E[v,] est égale a la limite :

lm 1 é

n—>e N t=‘1 yt
La moyenne d'une suite de valeurs appartenant a la réalisation
d'un processus estime l'espérance mathématique d'une valeur du
processus & un instant fixé.

Modeéles linéaires et processus aléatoires. .Quand on a defini
un processus suivant un schéma autorégressif, on a utilisé un mo
déle linéaire trés simple :

Y =aye,tu .

E{u]}=0 Eluu.1=0 et
¥, est un processus dont chaque valeur ne dépend que de la valeur
précédente. On peut faire dépendre vy, de plusieurs valeurs retar
dées : '

¥e = Qa¥i— + [ apYi—n +u,

E{w,]=0 Eluu, =0 t=t

Ces deux modeles rappellent celui de la régression, mais les va-
riables exogénes sont remplacées par des valeurs retardées des
variables endogeénes. '

Des valeurs données & des variables exogénes peuvent influer
aussi sur le processus, le modéle a alors la forme :

h k o
Yo = 2= G Ye-j+ 2 bizit+a+u
j=1 i=1
u; est un processus aleatoire ; dans les deux exemples précédents
on supposait que ce processus était constitué d'une suite de réa-
lisations indépendantes (on ne peut rien imaginer de plus simple) ;
cette hypothése peut étre abandonnée, il faut alors spécifier le pro-
cessus u,. Par exemple : u, est autorégressif :
Uy = Prh—,y + 7

E{n}=0  E[mm]=0 _ ts=¢
En général, méme si on observe des grandeurs i intervalles
réguliers, I'évolution de ces grandeurs au cours du temps se fait
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sur un ensemble continu de valeurs. Il serait donc plus précis de
considérer des fonctions :
y=y(t)-- teT
et des modéles de la forme :

s = [ je=9y@detut)

L’intégrale qui y figure est une intégrale de fonction aléatoire, ce
qui différe un peu de la notion classique d’'intégrale. Si des quan-
tités exogénes interviennent au cours des mémes époques, on peut
imaginer une relation :

y(t) = f ' (e — 1)y ds +f gt —Dx()dr+ u(t)

u(t) est une fonction aleatone dont il reste a preaser les caracté-
ristiques. -

Les fonctions f(t — 7) et g(t— ) ont des roles analogues a ceux
des coeflicients d'autorégression et de régression. La différence t —
apparait au lieu des deux variables séparées, t, T, 4 cause de I'hy-
pothése de stationnarité. L'abandon de cette hypothése conduirait
a des modeles :

WLy f e, r)y(t)dwf g(m)x(r)dwu(n)

De tels modéles ont. été trés peu étudiés. On-a davanmge etudze
les modeéles d’autorégression, ou qui‘en dérivent; a cause de leur
ressemblance avec les modéles' de regressmn dont T'étude est trés
compléte, il est tentant d'appliquer les mémes méthodes & ces mo-
deéles autorégressifs ; on ignore alors le fait que l'on travaille sur
des processus aléatoires et non sur des varxables aleatones On
sexpose aussi a des erreurs. ' E '

oL ;R e e

" La me’thode des moindres- Ca"r'ré's_ ‘et le modéle -~ "
Y= aY1-1 F @Yems F i F @y +bixe F botae F s + byt
Elu]l=0 = "D u}=gq
U Eluue =008 fmt

Eluye] =0, "si . >0
On. suppose aussi qué u, est N(0, 0}). ~.." =
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Appliquer les méthodes du modéle de régression sur ce modéle,
c'est associer les valeurs retardées de y a des variables exogénes :

Yi—1 2% X b
Ve—g = X4z L

Ne—h = Xg+na b

et apres m observations on a la relation matricielle :.. . .- :

Y=Xa+u
ol - B -
b T

x:
) B "R '.'_ . T e
X11 v oo Xk4h o1 ¢ LA
'bl
! L L i i
a=| b
‘|a'|.
nah

La loi ® de cet échantillon est conditionnée par la donnée de m
valeurs initiales :

Yo Y1 oo Y-+

c'est une loi normale, et comme les u; sont indépendants :

et el dexarvrixa|

(@mod)s .
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La méthode du maximum de vraisemblance conduit 3 la méthode
des moindres cairés et on estime a par a* solution de 1'équation

X+Xa* —X+Y =0
a* = (:)(+:)() el

a* sera cependant un estimateur biaisé. La présence de la variable
endogéne dans la matrice X entraine :

E{a*} #a

Pour mettre en évidence ce biais il est commode d’utiliser un modéle
d’autorégression trés simple :

Ye = ayi— Tt t=1, ..., m

u; verifiant les mémes hypothéses, modéle que I'on compare au
modéle de régression correspondant :

¥e = bxet u,
I'estimé :

r Zay

b'_ %

par les moindres carrés est une forme lmemre en y, En remplagant
y. par sa valeur suivant le modele :

2 T (bxe 4 ue) = Xe te
b= = b+——-—-2x% |

ks -
comme les x; ne sont pas conmderps comme aléatoires

Sxu]
E[ zxfi]“"
_ E[B] -b

. Ey:yc_ 5
*
a4t = ST

par contre |'estimé :

de a par les moindres carrés est un rapport de formes quadratiques
en y, ce rapport de quantités aléatoires ne peut étre manié facile-
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ment. Rien ne permet de damontrer que E[a*] = 4, en général
il y a un biais.

Ce biais pourrait infirmer dés a présent la méthode des moindres
carrés, tout au moins sur des petits échantillons. L. Hurwicz dans
une monographie de la Cowles Commission a étudié ce biais ; il a

; o . i
trouvé une erreur systématique de 'ordre de; si m est la taille

de I'échantillon.

Cepfmdant, J. Durbin montre que la méthode des moindres
carrés est encore la meilleure méthode d’estimation, car elle établit
« I'équation d’estimation linéaire non bmsee de variance minimale ».

Il définit :
a* zytz-l - ZY Y1 =0

comme une « équation d’estimation linéaire non biaisée » puisque :
E[GE Vi =2y y:_x:l =0

ou a est la valeur exacte du coefficient.
En effet:

YeYeor = @ye_1 + uz)}‘:_ll = ayf.lx + Ut Ve -
donc : -
A2y 1 — ZYY_1 =a(Z¥-1 — 2V 1) +F T UYeer = DU ey

E[az Y1— 3 y:y;_',] = E[Emy:-x]

d'aprés nos hypothéses u, est indépendant des valeurs passées de
y: d'ou le resultat.

L’équatiton d'estimation est donc « non bmsee» puisque a*
y figure au premier degré, elle est appelée linéaire (par rapport a
a* et non par rapport aux valeurs observées).

Cette notion est analogue 2 celle d'estimateur non biaisé.

J. Durbin développe aussi une notion analogue a celle d'esti-
mateur non biaisé, de variance minimale.

et:
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Il définit la variance de I'équation d'estimation par les moindres
carrés par :

2 = ¥t 2 ¥e Ye—1
& [GE[Ey%-JJ’E[Ey‘:‘_]]:I

le coefficient de a, a dés lors une espérance mathématique égale a 1.
Toute autre équation d'estimation linéaire non biaisée sera de
la forme :

Ca*+C,=0
ou C, et C, sont des fonctions des valeurs observées.
E[C, a+C,]=0
si on impose a C, d'avoir une espérance mathématique égale a 1
E[C,1=1

on impose un choix, parmi toutes les équations équivalentes qui
se déduisent par multiplication par une constante.
Sans cette fagon de faire, la variance

D*[Cia + C,1 =E[{(Ca + C,)*]

ne serait plus définie de fagon unique.
On comparera, alors, deux équations d'estimations linéaires non
biaisées :

Ca*+C,=0 E[Ca+C,}=0
Ca*+C; =0 ElCla+Cy) =0
E[C.}=E[Ci]=1
en comparant les variances :
D*[Ca+C,}
et D*[Cia+C]

on retiendra comme meilleure équation, celle dont la variance sera
minimale.

J. Durbin montre que

Dg[a =y 2 Ve ye1 ]

El=y El[zyd
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est égale a la variance minimale que -peut avoir une équation d'esti-
mation linéaire, non biaisée.
La densité de probabilité des y, est ‘donnée par

@ ot ...exp,[——z()»—ayr-:)]

(@mat)e

L'espérance mathématique ‘de lequatlon s'écrit alors :
E[C] a -I:-IC{' = d'_=ﬁ01 a+ Cw) Qld}!
ol f est une intégrale multiple, ay = dy;. dy,. -

On dérive cette express10n pa.r rapport a a qui figure aussi dans la
fonction P ;
. AN D
fCuI)dy—i-ﬁde-i-Cz) nd}' =0

f Ciody - E'[cl] -1

= "Ng i
LRI

or

par hypothése donc

f(Cla+C'2)—dy=—l

ce qu'on peut écrire :

—1 f(cla+ cz)‘-’#“-’?dy f(cla+ Cy) ""La"f@ od

La derniére intégrale est de la forme B

fA B @dy [A B] ‘.!'L-J"J: %, il u

A=Cia+Cy
ou: ' « 1 .A B a[ogq)' .
N S

st
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or on sait, par I'inégalité ‘de Schwartz, que :
E[A B <E[A"] - E[BY]

c'est-d-dire aussi que :

E[(Cia+ CoY °E[(61§§¢)T]é~. U[C1a+ ci)? Iﬁ“’ tI)dy:r

donc

n v of (45 o

+1
E[(Cia+ Co)> {
o Log @
ga
dlogd 140
[mais da @ da
aloge) 1 {50\
da ~ D2\ da
tandis que :
o’logd _ _ 1 (a0Y 1o
pa:  ®*\ da b ga
or ‘ N
ie__+1 R 0
- —(2ﬂ02),;,exp[2(y;—ay; Y1 [ -5 Z(yz:_ 4}’:-1) :l .

=@ [Eyym_1—aZy_q]

a9 : N PN
f—a—a' dy=f|:Ey:y:_1—aEy?_1](I>dy=O

comme étant l'espérance mathématique de I'équation d’estimation
des moindres carrés.
Donc, en dérivant par rapport 3 a:

P 1 8%0 o 1 0
0 @0\ 0 52 )29 = E % e

—_712 =

donc :
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on peut alors voir que:

] o]

et donc que:
1
D(Cra+ColY > —————
(Cia+Cof> 7 Log @
aat
comme
6*Log ®
T e 2 Yo
DH{(Cra+ G5

Revenons a l'expression :

= Y1 BV | g,
D’[E[zy%-ll“ E[zyf_ll]“-d

qui est I'expression de la variance de I'équation des moindres carrés.
On peut 'écrire aussi :

1 » .
d? —{—-ETWE[(Ey;_ld— Ey:?:_l)l

or

o Log

da

aEyi1— EVY_1=—

par définition, donc

&= {Efzy:_ll [-(abog@)j

= ETsyy Bl 1]‘“‘“‘*[ Sy

Ce qui est justement la plus petite valeur que peut prendre la va-
riance. Les moindres carrés donnent alors ce que Durbin appelle :
« la meilleure équation d'estimation linéaire, non biaisée ».
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Si la méthode garde ce caractére d'optimalité, il n’en reste pas
moins que a* est un estimé biaisé de a.

Cette notion d'équation linéaire non biaisée est étendue au cas
plus général, constitué par le modéle qui a été présenté au début
du paragraphe. :

Xt Xa—XtY=0

est un ensemble d’équations d'estimations hnea.lres non biaisées et
de variances minimales.

Asymptotiquement, quand le nombre des observations augmente
indéfiniment, si XX tend i devenir une matrice réguliére, le biais
des estimés de a tend i disparaitre, et a* tend en probabilité vers a.

Aussi quand on dispose d'un échantillon important, I'ensemble
de la méthode des moindres carrés est applicable.

Avoir un large échantillon demande des observations sur une
période assez longue, I'hypothése de stationnarité est alors difficile
a maintenir. ‘

En pratique des échantillons de taille 20 ou 30 sont tres fre-
quents ; dans quelle mesure les procédes appliqués a un modele de
régression, donnent-ils encore des résultats fiables pour un modéle
autorégressif, (ou qui en dérive), c'est la question qui se pose.

Devant les difficultés d'une approche theonque E: Ma]mvaud
a étudié un modéle

Ne —ayt— +bxt+C+U¢

oll x, est une variable exogéne, de fagon expermentale Ce modele
est de la méme forme que le précédent. Des échantillons artificiels
de taille réduite ont été formés suivant une méthode de Monte Carlo.
— Les parameétres-du modele sont précisés.
— La loi de u, aussi.

Une suite de 25 valeurs x, étant fixée, 200 échantillons de taille
25 de valeurs y,, y correspondant suivant le modeéle, ont été cons
truits en donnant aux u, des valeurs vraisemblables. A chaque fois,
les 20 premiéres valeurs de I'échantillon servaient a estimer les para-
meétres, les 5 derniéres a éprouver la prec1510n qui était faite sur
la foi de ces estimés.

Une autre suite de 25 valeurs x,, et d’autres échantillons cons-
truits a partir d'elle, permet de tester I'importance des. valeurs de
la variable exogéne sur les propriétés des estimés.
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— Trois lois de probabilité pour les u. ont été choisies :

les deux premiéres supposent que les u; sont indépendants et suivent
50it ’ Be, o

— une loi normale N(0, 6)

soit : g

— une loi bmomlale a deux valeurs

ml—3\/_ \/_

i) 3 3

La tro:sxeme suppose que les the constltuent un processus autore'
gressif smaple o o o _

Uy = PUhg—, T N

ou p=— (1 autocorrélation est moyenne)

les n, sont mdependants et suivent une loi normale
N(o,3V3).

De ces trois lois, seule la premiére correspond aux hypothéses
faites par J. Durbin. La seconde est trés éloignée de la loi riormale,
on peut donc voir i les résultats sont affectés par des changements
dans la forme de la distribution des perturbations.

II est apparu que pour les deux premiéres de ces lois, a* estimé
par les moindres carrés de a, était « indiscutablement biaisé » ; alors
que a avait pour valeur 0.6, sur la base des 200 échantillons, on
pouvait dire que 3 95 p.c. ' '

0.500 = E{a*] = 0.535
et que a* sous-estimait a 2 trois fois sur quatre.

— Lestimation de o2 par o*2 , estimé des moindres carrés, ne com
portait pas de biais valables.

— L'estimation de la variance de I'estimé a*, o, semblait biaisée
légérement supeneurement et semblaat aussx dependre des valeurs
de la suite x,.

— Le biais de a*, celui de o+, le fait que cette variance estimée
peut méme ne plus suivre une loi du %%, entraine que le seuil de

— 715 —



L'ACTUALITE ECONOMIQUE

probabilité d’uri intervalle de confiance construit par le t de Student
est supérieur a 5 p.c. ; plus d'une fois sur vingt, la valeur exacte a
se trouve hors de cet intervalle. .

Nous renvoyons le lecteur intéressé & I'article de E. Malinvaud
pour I’étude des erreurs de prévision, mais il est intéressant de sa-
voir qu'en guise de conclusion celui-ci donne la méthode des
moindres carrés comme approximativement valable, dans le cas d'un
modele représentant les situations habituelles dans les études éco-
nomiques ; une hypothése est cependant fondamentale, c'est I'indeé-
pendance des perturbations.

On se souvient que la troisieme loi des perturbations les défi-
nissait comme un processus autorégressif d'ordre 1. Ce processus
est un des plus simples imaginables ; cependant, une telle liaison
entre les erreurs successives entraine généralement une grande perte
d’efficacité pour la méthode des moindres carrés.

Si on considére le modéle :
¥e = aYe-, T U
Uy =P e, + "

on peut aussi écrire :

Ug—y = Y1 — AY¥i-2

donc- ‘ o ‘ ,
| Ye=ay—,+ pu, + M= (a+ p)yt—ll_ apyt—ei'{" M,

Ve = (a =+ P)yi—, — apy,—. + 1,
on a fait une erreur de spécification du modeéle en le considérant
comme autoregressif d'ordre 1. _
L'estimé des moindres carrés de a,- a partir du premier sl 3

a* = Z Y Y
E}'f-l -

s'écrit en tenant compte du modéle autorégressif d’ordre 2.

+ 2 Me Ve

Ty

2 Y1 Ye_2
2%2—-1 4

a*=a+p—ap
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quand le nombre m d'observations tend vers l'infini

Z Ye—1 Ye—2 2 Ye1 _
———r > Lim a
2")’E--l E}'?-—l
donc :
Lim a* =‘1+P-'¢1PLima*+Lim£“‘y'"‘

E)’?-l

La limite est prise au sens de limite en probabilité. La derniére
limite est nulle et :

Lim a* =

1+ap
valeur différente de asip £ 0

le biais subsiste asymptotiquement. Ce biais asymptotique rend illu-
soire la formation d'intervalles de confiance en suivant la loi de
Student. On peut estimer simultanément a et p, les méthodes pro-
posées conduisent A des estimés convergents vers les valeurs exactes.
Ces méthodes séduisantes sont souvent peu utiles car il suffit que
la spécification du processus des perturbations soit mauvaise (qu'il
ne soit pas autorégressif d'ordre 1, donc que les M, soient encore
autocorrélés), pour que ces méthodes ménent & des erreurs aussi
considérables. L'étude expérimentale d'un tel modéle, entreprise par
E. Malinvaud, montre que les estimés de a sur de petits échantillons
par a* sont mauvais. Les méthodes estimant simultanément a et p
n'ont pas été plus fructueuses, sauf dans I'application a la prévision.

Les moindres carrés restent cependant utilisables, 1’ajustement
direct par cette méthode ne pouvant étre remplacé par un meilleur
procédé.

En conclusion, des modéles linéaires dynamiques sont souvent
soumis aux mémes méthodes d’estimations que des modéles de ré-
gression, bien que ces méthodes soient approximativement valables
on doit faire des réserves sur la confiance que 1'on peut mettre dans
les résultats.

De nombreux modeles particuliers ont été étudiés, dont nous
n'avons pas parlé. On peut consulter la monographie de la Cowles
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Commission pour se rendre compte de la complexité du sujet. Enfin,
on n'a pas fait mention de l'analyse spectrale des processus aléa-
toires, cela nous aurait entrainé trop loin. Clest cependant une
facon prometteuse d'aborder les problémes de liaisons entre pro-
cessus aleatoires.
Alain HAURIE,
professeur d V'Ecole des
Hautes Etudes commerciales

(Montréal)
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