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Analyse 

Recherche opérationnelle 

Les modèles linéaires et les séries chronologiques 

L'étude des relations entre des variables économiques fait lar' 
gement appel à des modèles construits sur la base de théories 
économiques. La spécification du modèle est un ensemble d'hypo­
thèses sur la forme générale de la relation que l'on étudie, et sur 
les caractéristiques des éléments aléatoires qui y figurent. La statis-
tique a alors pour rôle : 

— d'estimer les paramètres du modèle ; 
— d'indiquer la confiance que l'on peut mettre dans ces esti' 

mes et de tester  les,  hypothèses que l'on peut faire. 
C'est ainsi que se développe l'étude statistique des modèles.de 

régression linéaire normale. Le temps n'apparaît pas dans ces ma-
dèles, ou, du moins, ces modèles ne traduisent pas l'évolution au 
cours du temps dés variables. Sur des modèles où le temps inter' 
vient, les mêmes procédés statistiques sont souvent employés ; on 
peut s'interroger sur leur validité. 

On rappellera donc les principes et les résultats de l'étude des 
modèles de régression linéaire normale, et ensuite on considérera la 
valeur de ces résultats à propos de modèles faisant intervenir le 
temps (modèles dynamiques). 

Modèle de régression linéaire normale. Une variable y, dépendante 
ou « endogène » dépend linéairement de \ variables indépendantes 
ou « exogènes » : x x, x 2, ... x k 

y — a iXt + a2x 2  + . . . ' + OfcXk' 
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L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE 

Mais cette équation n'est pas toujours vérifiée : il y a des « erreurs 
sur l'équation », que l'on peut interpréter comme des perturbations 
ou des « chocs ». Ces erreurs u, sont aléatoires, ont une loi de 
probabilité normale de paramètres 0, <*„ 

Le modèle est donc : 

y = a iX\ + a2*2 + ••• + afc5Cfc + U 

E[u] = 0 

D2[u] =  o*  loi de u : H(0, «.) 

Un échantillon sera obtenu en mesurant les différentes valeurs 
y1 ... y m associées aux groupes de \ variables : 

1 : (x\, x], . . . , x\) 

m: (x m, x 2, . . . , x
m) 

Ces observations seront résumées dans les matrices : 

• y ~x\ x\ . . . x \ ' 

• etM = . _ 

ym 
.xm  x? . .'*?-

r = 

Lors des mesures, la perturbation u aura pris différentes valeurs 
u1 u", chacune étant aléatoire. 

Une hypothèse importante est celle de l'indépendance des diffé' 
rentes perturbations, qui entraîne : 

E[utuj] = 0 si i  *i ;' 

1) Estimation des paramètres du modèle. 
Ces paramètres sont les \ coefficients : "i ... " fc et la variance des 
perturbations : o u 

On peut chercher des estimés des coefficients «̂  ... a fc en suivant 
l'un des deux critères d'optimalité : 

— meilleurs estimés non biaises, linéaires, 
— estimés du maximum de vraisemblance. 
Le meilleur estimé non biaisé de  <*<.  sera la grandeur  a<*  calculée 

à partir de l'échantillon, donc aléatoire puisque l'échantillon l'est, 
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LES MODÈLES LINÉAIRES  ET LES  SÉRIES CHRONOLOGIQUES 

mais dont l'espérance mathématique  est  toujours E[ ai*] = at et 
dont la  variance est minimale. 

Toute autre estimation donnerait  un  estimé  « de  variance 
supérieure ou  égale  à  D 2  [<*,*]• 

L'estimé du  maximum  de  vraisemblance  est  celui  qui  maximise 
la «  fonction  de  vraisemblance  » de  l'échantillon  : si u est  N(0,  ° u), 
y —  <*!  Xj — «2X3 —  ...  —  a fcxfc est  aussi N(0, ° u), c'est'à'dire que  l'ex' 
pression de la  densité  de  probabilité conditionnelle  de y,  étant 
donné les  valeurs  de x t ... x k  est : 

/<y i* i . . . *o- V2-T0S exp [• 
(y - aixi - . . . - «tx t)

! 

O 2 
*0~u 1 

L'échantillon est  constitué  d'un  ensemble  de  variables  u  indépen' 
dantes et a  pour densité  de  probabilité 

/(y A 

(2*oiy 
exp -  (y 1 - ai x\ - . . . -  a h  x£) 2  + 

+ (y m -«ixr- . . . -« f e<) 2 ] 

La notation matricielle  va  simplifier l'écriture  : 

si 

SI tt = 

on a  donc 

a i 

Lak. 

V 

L«m_l 

tt =  T - M . a 
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L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE i 

la fonction de densité de l'échantillon est alors 

f (T |M) = exp - ^ '—* ' \ 
(2irol)T L zau J 

On remarquera qu'on étudie en fait la distribution conditionnelle de 
l'échantillon des y, associée à la matrice M des observations des 
variables exogènes (x t ... x k). C'est ainsi que dans la suite, M ne 
sera pas considérée comme aléatoire, mais comme une matrice fixée. 

Cette fonction de densité est fonction de la colonne a. On 
prendra pour estimé a de «, la colonne qui maximise la probabilité 
élémentaire de l'échantillon, donc qui maximise la fonction de densi'. 
té, ce qui revient à rendre maximum son logarithme  :  Log(/(T | M)) 
est appelé la fonction de vraisemblance de l'échantillon. 
a sera déterminée par : 

^ L o g ( / ( T | M ) ) = 0 

La fonction de vraisemblance sera maximale si là quantité : 

(T-MS) + (T-Ma) 

est « minimale ». Le développement de ce produit scalaire serait : 

(y1 - «i x\ - . . . - aKx\f + . . . + (y m - ai x? - . . . - à kx
my 

On cherche donc à minimiser la somme des carrés des différences 
entre y x et une combinaison linéaire 

A i A  i 
a i X 1 . . . a \ X/j 

Cette méthode d'estimation s'appelle donc méthode des moindres 
carrés. La colonne a sera déterminée alors par l'équation matricielle : 

M + ( T - M â ) = 0 , 

d'où: a = (M+M)--M+r 

qui constitue l'estimé par les moindres carrés des coefficients de 
régressions. 

Il serait facile de voir que l'estimé a, qui est aléatoire puisque 
lié à un échantillon aléatoire, a pour espérance mathématique : 

E [à] = a 
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On dit alors que l'estimé n'est pas biaisé. La colonne 

a i 

<*k. 

est donc constituée de ^éléments aléatoires dont on connaît l'espé' 
rance mathématique, la matrice des variances et covariances de ces 
\ variables sera : 

EÏ(à - a ) ( a - «)+] =  °S  (M+ M)" 1 

Enfin on démontre que les estimés par les moindres carrés sont aussi 
les estimés de variance minimale ; ceci restant vrai même quand les 
perturbations ne sont pas distribuées suivant une loi normale. 

En résumé, l'estimation des coefficients du modèle de régression 
par la méthode des moindres carrés, conduit aux meilleurs estimés 
linéaires ; si la loi des perturbations est normale ce sont ausi les 
estimés du maximum de vraisemblance. Quand la taille de  1  echari' 
tillon augmente, la précision dans la détermination des «j s'accroît, 
et on montre que : quel que soit e > 0 

'[|«,-a,|>e]- ->0 

quand le nombre d'observations m tend vers l'infini ; on dit alors 
que a; tend en probabilité vers la valeur a

t. . 
Ayant les estimés des coefficients de régression, on peut calculer les 
m résidus 

i i A I A i A I 

e = y — a i Xi —  à%  X%  —  . . . —- a t X& 

em  = y m - à i x f - à 2 x 1 S - . . . 

ou, sous forme matricielle: 

e = T - M « 
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L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE 

ces résidus permettent d'estimer la variance o* des perturbations 
tt par : 

e+e 3 ^ w 
A2 
<ru m —  \ m  —  r\ 

Intervalles de confiance ; tests d'hypothèse. Sous l'hypothèse 
de normalité, pour les perturbations, la loi des estimés est une loi 
à \ dimensions, normale, de matrice de covariance : 

aUM+M)-1 

aes tH(a ;a l (M+M)-^ 

La loi du rapport : 

2 
(TU 

est une loi du X2  à m  —  \ degrés de liberté. 
Définir des intervalles de confiance pour a,, nécessite une loi ne 
contenant plus la variance inconnue o u

2  : 
le rapport : 

t = 
é m mjj 

m —  ^ 

où m» est le f me élément de la diagonale principale de (M + M ) - 1 

ne dépend plus de <* u
2 et suit une loi de Student à m - l ; degrés de 

liberté. Si <p(t) est la loi de Student a.m —  \ degrés de liberté, on 
appelle t 0.028  la valeur de t telle que : 

' 0 0 

<p(t)dt = 0.025 
' to.026 

Au cours d'épreuves répétées constituant des échantillons de taille 
m, 95 p.c. des estimations du coefficient a, par â } sont telles que 
l'intervalle : 

f 
Jto. 

I ^ ei<» , — 
a; ± to.026 1 / - ^ — s -  V m i i 

Y m - i\ 

contienne la valeur exacte % 
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• Enfin, l'analyse de variance permet de tester la contribution 
d'un groupe de variables exogènes, à la. «variance expliquée »!  de 
la variable endogène. ' • 

La notion d'espace de probabilité. Dans ce modèle de régres' 
sion,.x„ x 2 ... x fc étant fixés, y est aléatoire: son espérance mathé' 
matique est Une combinaison linéaire des valeurs exogènes, la dé' 
viation de y par rapport à cette valeur est due à des phénomènes 
assez complexes pour qu'on les appelle aléatoires. . ; 

Il est commode, d'imaginer une variable aléatoire xommë étant 
une fonction : . .*•• '  • < > • .'•  i ••  ; • • • > • • ' • 

y = y(co) 

définie sur «un espace de probabilité » Q ; un élément « d e cet 
espace abstrait ®, figure la réalisation; de certains phénomènes en' 
traînant pour y la valeur : yC"*). . 

Toutes les réalisations possibles sont ainsi les éléments de &. 
' Q est un ensemble mesurable; De même que la' longueur d'un 

segment est définie comme une mesure sur une droite, la surface 
comme une mesure dans le plan,, le, volume, dans l'espace à trois 
dimensions, une mesure est définie sur l'ensemble °y avec les con' 
vendons :  . . , * > * . • . ••'<  > • - . - > .  < /  .. 
1) mes(S) = l 

2) si Q„ ® 2,... ty... sont des sous'ensembles disjoints de  &  . _. 

m e s  ̂ U°. 2 ... m t ...) = mesQ,) + 

mes(Q2) + ... 4\mes(ty). -h ... 
alors l'ensemble des f> entraînant pour y(«) des valeurs inférieures 
à y 1, que l'on note : 

{(O | y'(a,) < y } 

a pour mesure:' 1 ,i:  : : : i "' '•""• '-••••/••'"  >••'  " - ; ' ' J "••  • ' • • • ' • ' • • • < "  •, 

. ,. v, . , ;..vmes {co  | y(co) < y ^ .= P[y < y ^ F Ç y 1 , ) ^ . , . ! '.,-', 

Cette mesure correspond aux probabilités intervenant dans la défi? 
nition d'une variable aléatoire ; on voit en particulier la signifi' 
cation de là fonction de répartition: F(y). 
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L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE -. 

Ensemble d'observations et suite d'observations.; On observe m 
réalisations : y 1  ... y" de la variable aléatoire y, on obtient un en' 
semble de m valeurs : 

{y1 - y"} ^ 

si ces observations ont été effectuées au cours du temps : il y a une 
première observation, puis une seconde et une m iime. On a alors 
une suite de valeurs y t (t = 1, 2, ..., m). 

La valeur y t peut être influencée par les valeurs précédentes, il y 
aura alors un certain modèle d'évolution de y au cours du temps. 
Supposons que les valeurs successives y t sont prises suivant un 
schéma autorégressif : v 

y t  = ayt-i + «t 

où w t est une variable aléatoire : 

E [ t t t ]=0 

E[tttM('] = 0 si t ?*t 

Il y a autocorrélation entre les valeurs y t qui se succèdent. L'espé' 
rance mathématique de y t est : 

,E[y t ]=ay t - 1 

donc, le coefficient a est tel que : 

EUy-ay^n 
soit minimum x. 

Donc 

dEÇ'lfr-fly^n _ n 
da ... . . ... . 

, _ EÇyoi.,3 ,- .• 

qui constitue le coefficient d'autocorrélation de la suite y t(t = 1, 
2, ...). 
L'interdépendance entre les valeurs successives de y t  peut prendre 
bien des formes ; celle'ci était très simple. La considération de l'évo' 

i. On démontre, en théorie des probabilités, que si X est une- variable aléatoire, 
E[ | X — c | J  ] est minimum si c = E[X]. 
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lution au cours du temps de quantités aléatoires dans des modèles 
économiques, se fait en y introduisant des processus aléatoires au 
lieu de variables aléatoires. 

Les processus aléatoires. Considérons une fonction périodique, 
du temps : 

y = A sinvt t e T 

le graphe de cette fonction sera une sinusoïde d'amplitude A, de 
pulsation v. 

Si A est une variable aléatoire: A = A(w) (oeQ espace 
des probabilités, la fonction devient aussi aléatoire, et à un point w 

de l'espace des probabilités °- correspond une fonction sinus, de 
pulsation v, et d'amplitude : A(œ). 

On a donc autant de réalisations différentes de la fonction que 
de points w dans l'espace des probabilités. 

Cet exemple est très simple, on peut compliquer un peu la 
structure de la fonction aléatoire. 
Soit : 

A • I A • V I A • v 

y = Ax sinut + A 2 sin — t + A„ sin — t 
Je 3 

où {A a, A 2, A 3} constitue un triplet aléatoire, c'est'à'dire qu'à un 
point w  de l'espace des probabilités °- correspondront trois valeurs : 

{A :W, A 2(C0), A 3(C0)} 

qui constitueront une réalisation particulière du triplet. 

À une réalisation particulière pour {A„ A 2, A 8} correspond une 
fonction liant y à t. 

Dans les deux cas, on peut considérer y comme fonction de deux 
variables : 

y=/( t> <°) 

— chaque réalisation <o entraîne une liaison particulière entre 
y et t, 
— à chaque époque t, différentes valeurs de y peuvent être associées 
suivant les différentes réalisations possibles w. 
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Les deux exemples donnés sont loin d'être généraux. On gar' 
dera, pour définir une fonction aléatoire, la forme : 

y = f(t, ») 
te<T COSQ 

— T est l'ensemble des temps. 
— Q est un espace de probabilités. 
Rien n'a été précisé sur l'ensemble T, il peut être continu : 

T : {t | t a  ^ t ^ t b} 

H peut être aussi un ensemble discret : 

T : {t  11  = 0, 1, 2, .... n, ...} 

ensemble d'époques successives : le processus autorégressif dont on 
a déjà parlé était défini sur un tel ensemble. 
Certains auteurs distinguent les deux cas, en parlant respective 
ment de processus aléatoire ou de suite aléatoire ; dans la suite on 
ne fera pas de différence entre ces deux appellations. 

L'étude de phénomènes économiques se faisant généralement au 
cours du temps, on peut toujours faire correspondre son époque à 
chaque valeur y observée. La correspondance : temps, valeur orr 
servée, définit une fonction 

y = / ( t) 

La forme de cette fonction dépend de causes trop complexes 
pour être explicitées, on préfère dire qu'il y a un certain hasard 
dans la réalisation d'une telle liaison, ou bien que la liaison observée 
était une réalisation particulière d'une fonction aléatoire : 

y = /(t> œ) w 6 Q , t e T 

Il faut bien insister sur le fait qu'à un w correspond une réa' 
lisation complète du processus, on peut alors s'interroger sur la 
structure de l'espace de probabilités ®. 

Pour la plupart des grandeurs aléatoires dépendant du temps, 
la suite des valeurs prises dépend de réalisations successives, au 
cours des époques, de phénomènes aléatoires. 

On considère «> comme un point dans un espace à plusieurs 
dimensions, dont les coordonnées sont <°(t). 

w, {«(t) | t e T } 
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Le nombre de dimensions sera égal au nombre d'époques t figu-* 
rant dans l'ensemble T. Fixer  w  dans &, c'est fixer la suite.des réali' 
sations w ( t ) , t ê T entraînant la liaison 

Cette façon de concevoir l'espace des probabilités entraîne des 
difficultés d'interprétations, surtout lorsque l'ensemble T est con' 
tinu : 

T : { t | t a ^ t ^ t b } 

Une étude statistique d'un processus aléatoire devant explorer 
les réalisations possibles de fonctions du temps exigera en général 
des échantillons importants. De ce qui vient d'être dit on peut dé' 
duire que beaucoup d'observations de grandeurs économiques ne 
constituent en fait que des échantillons de taille un  :  on n'observe 
qu'une seule évolution au cours du temps. 

Des hypothèses restrictives sur la nature du processus sont alors 
faites, une des plus importantes est celle de la stationnarité. . 

La stationnarité. Une variable aléatoire est entièrement définie 
par sa fonction de répartition. . - • . , ' • • • • / • 

Le processus aléatoire y e, t T est constitué d'une suite.de va' 
riables aléatoires.. Si t  —1 0 , y t ='•  yi, est une variable aléatoire dont 
on note la fonction de répartition : • .< ., 

F(yo; t 0 )=P [y , 0 <y 0 ] . ; 

à deux époques : t 0, t, correspond le couple aléatoire 

•' •• ' {y«,,yt.i ••••-''• • •'• ' "" 

dont on note la fonction de répartition : 
. •• • 

F (y»,  yi ; t 0, t,) =P[y t , < y 0, y tt < y,] 

si on peut définir la fonction dé répartition de toute suite :. 
correspondant aux époques t„ t 2, ..., ,t„, ... '.'•.. 

•••. F (y 0 , •yi,-.».,.y«, .••; t«v t,; .... t n, •:..) = - ... 

P [ y « < y., y», < > i , •••» y y < y » , - . • ] ' ; : "".' 

on a alors défini le processus aléatoire. 
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Le processus sera stationnaire si ces fonctions de répartition ont 
la propriété : 

F(y0, y u - . y» ; t 0, ta, .... u ) = 

F(yo> yi» •••» yn ; t 0+ e , t n . e , ..., t n + e ) 

où e est une constante quelconque ajoutée à toutes les époques 
t0 , ..., t n . 

En particulier on aura 

F(y„; t ) = P [ y t < y „ ] = 

F(y„; t + l ) = P [ y t + I < y 0 ] 

y0 fixé, la probabilité d'avoir une valeur observée du processus à 
la date t inférieure à y 0, est égale à la probabilité d'avoir une valeur 
observée à la date t + 1 inférieure à y 0. 

Une grandeur dont l'évolution est caractérisée par une crois' 
sance constante ne peut donc être stationnaire ; c'est le cas de 
grandeur possédant un trend ; les déviations par rapport à ce trend 
peuvent, elles, être stationnaires. 

Si le processus est stationnaire, le temps n'intervient plus de 
façon absolue, mais relative, la corrélation entre deux valeurs du 
processus ne dépendra pas des deux dates d'observation de ces va' 
leurs mais de la durée entre les deux observations. 
On a coutume d'appeler 

i[(yt-E[yt])(ytV-FW)] =  r(t,tO 

la fonction de covariance du processus ; dans le cas de la station' 
narité : 

r ( t , f ) = r ( | t - t ' | ) 

On peut dire que les propriétés du processus ne changent pas si 
on fait subir au temps une translation. 

De ce fait les caractéristiques de y t, comme l'espérance mathé' 
matique ou la variance, sont constantes au cours du temps. 

L'observation d'une seule réalisation d'un processus stationnaire 
permet une étude statistique, elle renseigne sur l'ensemble des réa' 
lisations possibles. Cette propriété est illustrée par l'ergodicité. 
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L'espérance mathématique E[y t] est égale à la limite : 

lim 1 JL 

n->co n tc^1 
yt 

La moyenne d'une suite de valeurs appartenant à la réalisation 
d'un processus estime l'espérance mathématique d'une valeur du 
processus à un instant fixé. 

Modèles linéaires et processus aléatoires. Quand on a défini 
un processus suivant un schéma autorégressif, on a utilisé un mo' 
dèle linéaire très simple : 

yt —  ayt-i + u t 

E[u t] = 0 El> ttv] ==0 t ^ t ' 

yt est un processus dont chaque valeur ne dépend que de la valeur 
précédente. On peut faire dépendre y t de plusieurs valeurs retar' 
dées : 

y* = ûiyt-i + û~yt- 2 + ... +  a hyt-h + u t 

E[u»] = 0 E[tt tiv] = 0 t ^ t ' 

Ces deux modèles rappellent celui de la régression, mais les va' 
riables exogènes sont remplacées par des valeurs retardées des 
variables endogènes. 

Des valeurs données à des variables exogènes peuvent influer 
aussi sur le processus, le modèle a alors la forme : 

h k 
yt = 2 ai yt-j + 2 h ti +  a<> + u* 

j = i i = i 

Mt  est un processus aléatoire ; dans les deux exemples précédents 
on supposait que ce processus était constitué d'une suite de réa' 
lisations indépendantes (on ne peut rien imaginer de plus simple) ; 
cette hypothèse peut être abandonnée, il faut alors spécifier le p re 
cessus u t. Par exemple : u t  est autorégressif : 

tt, = pu t-x + *n t 

E[i1 t]=0 Efotfc] = 0 t * t ' 

En général, même si on observe des grandeurs à intervalles 
réguliers, l'évolution de ces grandeurs au cours du temps se fait 
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sur un ensemble continu de valeurs. Il serait donc plus précis de 
considérer des fonctions : 

y = y(t) t'-eT 

et des modèles de la forme : 

y ( t ) = r f(t-T)y(t)dt + tt(t) 
J t-h 

L'intégrale qui y figure est une intégrale de fonction aléatoire, ce 
qui diffère un peu de la notion classique d'intégrale. Si des quan' 
tités exogènes interviennent au cours des mêmes époques, on peut 
imaginer une relation : 

y ( t ) = r Kt-x) y(x)dx+r g(t-t)x(t)dt+tt(t) 
J t-h J t-H' 

•u(t) est une fonction aléatoire dont il reste à préciser les caracté­
ristiques. 
Les fonctions / (t  —  *) et g(t  —  t) ont des rôles analogues à ceux 
des coefficients d'autorégression et de régression. La différence t  —  t. 
apparaît au lieu des deux variables séparées, t, *, à cause de l'hy­
pothèse de stationnarité. L'abandon de cette hypothèse conduirait 
à des modèles : 

y(t) = r f(t,t)y(t)dt+ V g(t,t)x(t)dr+u(t) 
J t_M J t - h ' ..• •_, :, . . 

De "tels modèles ont. été très peu étudiés. On-a davantage étudié 
les modèles d'autorégression, ou qui en dérivent ; à cause de leur 
ressemblance avec les modèles'de régression dont l'étude est très 
complète, il est tentant d'appliquer les mêmes méthodes à ces mo­
dèles autorégressifs ; on ignore alors le fait que l'on travaille sur 
des processus aléatoires et non sur des' variables aléatoires; On 
s'expose aussi à des erreurs: -*'•''• '  • 

La méthode des moindres carrés et le modèle : "_'• ' '• '" 
yt = ûiyi-x + û 2yt-2 +  •'••  +  a hyt-h +  ~Kx tt  '+'  b ^  '+. . .  + b kxkt 4-u t 

E K ] = 0 *"• ' ï D 2 [ t t t ] = a 2 

E[tt ttt t .]=0 •••:-•'  si t - ^ t ' 

>E[u&t-i} = .0. ; ' s i . - t > 0 .•:• 

On suppose aussi que u t  est N(0, °„). • " ' 
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Appliquer les méthodes du modèle de régression sur ce modèle, 
c'est associer les valeurs retardées de y à des variables exogènes": 

y , - ! !-T :X|C+ 1 , t 

y,_2 = x k+2, t 

y t - h — x k+h, t 

et après m observations on a la relation matricielle 

T = Xa + tt ~ 

ou 

T = 

ym 

X 

Lyi 

X i m • • • Xfj-j-li^rti 

_ x n  -. . . . X\+h,\ , 

bi 

a= H 
A i 

ûh 

La loi $ de cet échantillon est conditionnée par la donnée de m 
valeurs initiales : 

y0 y- K ... y_ m+1 

c'est une loi normale, et comme les u t sont indépendants : 

0=-- i— expf"-^  (t.-Xa)+'(T-Xà)l 
(2™u)2 . L 2 ° "- J 
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La méthode  du  maximum  de  vraisemblance conduit  à la  méthode 
des moindres carrés  et on  estime  a par a*  solution  de  l'équation 

X+Xa* - X+T = 0 

Û * = ( X + X ) - 1 X + T 

a* sera cependant  un  estimateur biaisé.  La  présence  de la  variable 
endogène dans  la  matrice  X entraîne : 

E[a*] $a 

Pour mettre  en  évidence  ce  biais  il est  commode d'utiliser  un  modèle 
d'autorégression très simple  : 

y* —  ûy t-i + u t t = 1, ..., m 

«t vérifiant  les  mêmes hypothèses, modèle  que l'on  compare  au 
modèle de  régression correspondant  : 

y» =  bx t+ u t 

l'estimé : 

b = 
Sx tyi 
Sx? 

par les  moindres carrés  est une  forme linéaire  en y t. En  remplaçant 
yt par sa  valeur suivant  le  modèle  : 

t 2  x t  (bx t  H-ttt)  .  Sxtttt 
b — 2 x r ~ T  = b + - 2 x r 

comme les x t ne  sont  pas  considérés comme aléatoires 

E Kh 
E b - b 

par contre l'estimé 

~ 2yL, 

de a par les  moindres carrés  est un  rapport  de  formes quadratiques 
en y, ce  rapport  de  quantités aléatoires  ne  peut être manié facile-
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ment. Rien ne permet de démontrer que E[a*] =..a, en général 
il y a un biais. 

Ce biais pourrait infirmer dès à présent la méthode des moindres 
carrés, tout au moins sur des petits échantillons. L. Hurwicz dans 
une monographie de la Cowles Commission a étudié ce biais ; il a 

trouvé une erreur systématique de l'ordre de — si m est la taille 
m 

de l'échantillon. 
Cependant, J. Durbin montre que la méthode des moindres 

carrés est encore la meilleure méthode d'estimation, car elle établit 
« l'équation d'estimation linéaire non biaisée de variance minimale ». 

D définit : 

û *2yL i -2y ty t _ i =0 

comme une « équation d'estimation linéaire non biaisée » puisque : 

E û 2 y L i - 2 y t y t _ 1 = 0 

où a est la valeur exacte du coefficient. 

En effet : 

• yt yt_i = (ayt-i -f- «t)yt_i = dy?_i -f tttyt-i 

donc : 

û2y?_i - 2yty t_i = û(2y?_i - 2y?_i)-H2ttty t_i =2 t t ty t_i 

et : 

E L 2 y ? - i - 2 y t y t - i =E 2tt tyt_! 

d'après nos hypothèses u t est indépendant des valeurs passées de 
y» d'où le résultat. 

L'équatiton d'estimation  est.  donc « non biaisée » ; puisque a* 
y figure au premier degré, elle est appelée linéaire (par rapport à 
a* et non par rapport aux valeurs observées). 

Cette notion est analogue à celle d'estimateur non biaisé. 
J. Durbin développe aussi une notion analogue à celle d'esti­

mateur non biaisé, de variance minimale. 
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H définit la variance de l'équation d'estimation par les moindres 
carrés par : 

J Syj-i 2y ty t-i] 

le coefficient de a, a dès lors une espérance mathématique égale à 1. 
Toute autre équation d'estimation linéaire non biaisée sera de 

la forme : 

Qa* + C 2 = 0 

où C x et C 2 sont des fonctions des valeurs observées. 

E{A a + C 2] = 0 

si on impose à Q d'avoir une espérance mathématique égale à 1 

E [ Q ] = 1 

on impose un choix, parmi toutes les équations équivalentes qui 
se déduisent par multiplication par une constante. 

Sans cette façon de faire, la variance 

D*lC ia  + C 2] = E[ (C,a + C 2)
2] 

ne serait plus définie de façon unique. 
On comparera, alors, deux équations d'estimations linéaires non 
biaisées : 

Cxa* + C 2  = 0 ECCa + C 2] = 0 

C\a* + C 2 = 0 E[C;Û + C 2] = 0 

E[C1] = E[C 1] = 1 

en comparant les variances : 

^ [ Q a + Q ] 

et D ^ d a + C;] 

on retiendra comme meilleure équation, celle dont la variance sera 
minimale. 

J. Durbin montre que 

D2 L s ^ - 1 _ •Sytyt-il 
" 1 E[stf-ir E[2yLi]J 
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est égale à la variance minimale que peut avoir une équation d'esti' 
mation linéaire, non biaisée. 
La densité de probabilité des y t  est donnée par : 

$ =  ;  ^ exP* -•T^'^-'H 
(2^)2-  !L , 2 J ; 

L'espérance mathématique de l'équation s'écrit alors : 

E |C i a + 'C 2] = 0 - /(Ci a + C 2) O  dy 

où / est une intégrale multiple, dy = dy a. dy 2 dy n. 

On dérive cette expression par rapport à a qui figure aussi dans la 
fonction * ; v 

fCi O dy  + / (Ci d + C 2 ) | | dy = 0 

or 
\ • • ' • • ' ' * ' 

/,C1ody =  ErC 1l = 

par hypothèse donc : !• 

/ < (Gid + C 2 ) | | d y = - 1 

ce quon peut ecnre : 

- ! =/(C,.  + G)  i f |  *-/<P.  * + G)  iîfjS. * * 

La dernière intégrale est de la forme :, ' 

A.= C,d + e 2 -.?  :••*.:  -:••-'••-• ... v 

où :  ô  Log $ 
,-.N o a r  • •  v., 
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or on  sait,  par  l'inégalité-'de Schwarts,  que: .< 

(E[A. B]) 2^E[A2]-EiB2] ' :." 

c'est'à'dire aussi  que : 

E[(C,a +  c,y\  .E[ (^) ]^[y[c„ . +  c , ] ^  • * ] ' 
donc 

E [ ( C i a + C 2 ) 2 ] - E [ ( ^ ) ] ^ + l 

+ 1 
E[(Cid+C2)2]^ 

t(^)l 
mais 

g Log O 1 d$ 

tandis que 

pLogoT J _ / ô * V 
L ôa J ~ 0 2 ^ôa / 

<92_LogO= 1 / a * V U a $ 
da2 O 2  \ d a j O ôû 2 

or 

" = ^ e x p [ 2 ( * "  dyt-l)yt-1] [" T  * ^ < * - * ] (2«D-
= $ - [2y £ y t _ i - a2y?_i] 

donc : 

A | | dy =  Ar2y tyt_i -  û2yLiJ$dy  =  0 

comme étant l'espérance mathématique  de  l'équation d'estimation 
des moindres carrés. 
Donc, en  dérivant  par  rapport  à a : 
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on peut alors voir que : 

et donc que 

*[*&]--*[*&] 

L^KCia+a ) 2 ] ^ l 

[ > Log <&] 

comme 

1 
D'[(C1a +  C 0 » ] ^ - Ï 3 f _ i 

Revenons à l'expression : 

^LE[Sy?.i]d E[2yLi]J 

qui est l'expression de la variance de l'équation des moindres carrés. 
On peut l'écrire aussi 

d 2 = { E [ 2 y L i 1 p E [ ( 2 y L l d - 2 y t y t - l ) 8 j 

or 
, „ <9Log$ 

a 2y t
2_i - 2 y t y t - i = — 

d a 

par définition, donc 

{E[2; 

= {E[2y?_i]}» E [ 2 y t 2 - l l =E[2yLi] 

Ce qui est justement la plus petite valeur que peut prendre la va' 
riance. Les moindres carrés donnent alors ce que Durbin appelle : 
« la meilleure équation d'estimation linéaire, non biaisée ». 
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Si la méthode garde ce caractère d'optimalité, il n'en reste pas 
moins que a* est un estimé biaisé de a. 

Cette notion d'équation linéaire non biaisée est étendue au cas 
plus général, constitué par le modèle qui à été présenté au début 
du paragraphe. 

X + X Û - X+T = 0 

est un ensemble d'équations d'estimations linéaires, non biaisées et 
de variances minimales. 

Asymptotiquement, quand le nombre des observations augmente 
indéfiniment, si X +X tend à devenir une matrice régulière, le biais 
des estimés de a tend à disparaître, et a* tend en probabilité vers a. 

Aussi quand on dispose d'un échantillon important, l'ensemble 
de la méthode des moindres carrés est applicable. 

Avoir un large échantillon demande des observations sur une 
période assez longue, l'hypothèse de stationnarité est alors difficile 
à maintenir. 

En pratique des échantillons de taille 20 ou 30 sont très fré' 
quents ; dans quelle mesure les procédés appliqués à un modèle de 
régression, donnent'ils encore des résultats fiables pour un modèle 
autorégressif, (ou qui en dérive), c'est la question qui se pose. 

Devant les difficultés d'une approche théorique, E. Malinvaud 
a étudié un modèle - '•  1  • 

y t = ûy t-i + bx t + c + w t 

où x t est une variable exogène, de façon expérimentale. Ce modèle 
est de la même forme que le précédent. Des échantillons artificiels 
de taille réduite ont été formés suivant une méthode de Monte Carlo. 
— Les paramètres du modèle sont précisés.' ' 
— La loi de ti, aussi. 

Une suite de 25 valeurs x t étant fixée, 200 échantillons de taille 
25 de valeurs y t, y correspondant suivant le modèle, ont été cons' 
truits en donnant aux u t des valeurs vraisemblables. À chaque fois, 
les 20 premières valeurs de l'échantillon servaient à estimer les para' 
mètres, les 5 dernières à éprouver la précision qui était faite sur 
la foi de ces estimés. 

Une autre suite de 25 valeurs x t, et d'autres échantillons cons' 
truits à partir d'elle, permet de tester l'importance des valeurs de 
la variable exogène sur les propriétés des estimés. 
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— Trois lois de probabilité pour les u t ont été choisies : 
les deux premières supposent que les u t sont indépendants et suivent 
soit : 
— une loi normale : N(0, 6) ' 
soit : 
— une loi binomiale à deux valeurs : 

ttt - 3 / 2 " . • ô i l 

PWt 
2 -:..-
3 

. 1:' 
3 

La troisième suppose que les u t  constituent un processus autoré' 
gressif simple : ( 

ttt =  Pttt- 1 + % • • , . . - . 

où p = — (l'autocorrélation est moyenne) 

les ilt sont indépendants et suivent une loi normale : 

.H(o,s)lT)' 
De ces trois lois, seule la première correspond aux hypothèses 

faites par J. Durbin. La seconde est très éloignée de la loi normale, 
on peut donc voir si les résultats sont affectés par des changements 
dans la forme de la distribution des perturbations. 

Il est apparu que pour les deux premières de ces lois, a* estimé 
par les moindres carrés de a, était « indiscutablement biaisé » ; alors 
que a avait pour valeur 0.6, sur la base des 200 échantillons, on 
pouvait dire que à 95 p.c. 

0.500 -^  E [Û*]  ^ 0,535 .." 

et que a* sous'estimait a à trois fois sur quatre. 
— L'estimation de  <*„  par <**„ , estimé des moindres carrés, ne com' 
portait pas de biais valables. 
— L'estimation de la variance de l'estimé a*, o 2» semblait biaisée 
légèrement supérieurement et semblait aussi dépendre des valeurs 
de la suite Xt. 
— Le biais de a*, celui de °\», le fait que cette variance estimée 
peut même ne plus suivre une loi du X2, entraîne que le seuil de 

— 715  — 



L'ACTUALITÉ ÉCONOMIQUE 

probabilité d'un intervalle de confiance construit par le t de Student 
est supérieur à 5 p.c. : plus d'une fois sur vingt, la valeur exacte a 
se trouve hors de cet intervalle. 

Nous renvoyons le lecteur intéressé à l'article de E. Malinvaud 
pour l'étude des erreurs de prévision, mais il est intéressant de sa' 
voir qu'en guise de conclusion celui-ci donne la méthode des 
moindres carrés comme approximativement valable, dans le cas d'un 
modèle représentant les situations habituelles dans les études éco-
nomiques ; une hypothèse est cependant fondamentale, c'est l'indé' 
pendance des perturbations. 

On se souvient que la troisième loi des perturbations les défi' 
nissait comme un processus autorégressif d'ordre 1. Ce processus 
est un des plus simples imaginables ; cependant, une telle liaison 
entre les erreurs successives entraîne généralement une grande perte 
d'efficacité pour la méthode des moindres carrés. 

Si on considère le modèle : 

yt = ay t-i + ut 

wt = P ttt-j + "n* 

on peut aussi écrire : 

«t-x = y t - i — ayi-2 

donc 

yt = ayt-! + put-,. + r\ t = (a + p)y t-i - apy t-2 + *n t 

yt  = (a + P)y t-i ~ apy t-2 + r\ t 

on a fait une erreur de spécification du modèle en le considérant 
comme autorégressif d'ordre 1. 

L'estimé des moindres carrés de a, à partir du premier modèle : 

A, _ 2 y t y t - i 

. * ~ 2yL, .. 

s'écrit en tenant compte du modèle autorégressif d'ordre 2. 

2 y t _ i y t_2 . 2 lit yt_i 
a* = d + p - d P V , / — + ^=r- 2 
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quand le  nombre  m  d'observations tend vers l'infini 

2 y t _ i y t _ 2  2 y t y t _ i  T . * 
J  -  - - J -— -•> „ i > Lim a* Sy?-i 2y?_, 

donc : 

: „ 2  %  y± Lim a* = a + p - ap  Lim a*  +  Lim—— »— 
2 y t _ i 

La limite  est  prise  au  sens  de  limite  en  probabilité.  La  dernière 
limite est  nulle  et : 

Lim a* = 
1 + ÛP 

valeur différente  de a si P  j :  0 

le biais subsiste asymptotiquement.  Ce  biais asymptotique rend illu' 
soire la  formation d'intervalles  de  confiance  en  suivant  la loi de 
Student. On peut estimer simultanément  a et P, les  méthodes  p re 
posées conduisent  à  des estimés convergents vers les valeurs exactes. 
Ces méthodes séduisantes sont souvent  peu  utiles  car il  suffit  que 
la spécification  du  processus  des  perturbations soit mauvaise (qu'il 
ne soit  pas  autorégressif d'ordre  1,  donc  que les ilt  soient encore 
autocorrélés), pour  que ces  méthodes mènent  à des  erreurs aussi 
considérables. L'étude expérimentale  d'un tel  modèle, entreprise  par 
E. Malinvaud, montre que les estimés de  a sur de  petits échantillons 
par a*  sont mauvais.  Les  méthodes estimant simultanément  a et P 
n'ont pas été plus fructueuses, sauf dans l'application  à la  prévision. 

Les moindres carrés restent cependant utilisables, l'ajustement 
direct par  cette méthode  ne  pouvant être remplacé  par un  meilleur 
procédé. 

En conclusion,  des  modèles linéaires dynamiques sont souvent 
soumis aux  mêmes méthodes d'estimations  que des  modèles  de ré' 
gression, bien  que ces  méthodes soient approximativement valables 
on doit faire des réserves  sur la  confiance que  l'on  peut mettre dans 
les résultats. 

De nombreux modèles particuliers  ont été  étudiés, dont nous 
n'avons pas  parlé.  On  peut consulter  la  monographie  de la  Cowles 
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Commission pour se rendre compte de la complexité du sujet. Enfin, 
on n'a pas fait mention de l'analyse spectrale des processus aléa' 
toires, cela nous aurait entraîné trop loin. C'est cependant une 
façon prometteuse d'aborder les problèmes de liaisons entre pro-
cessus aléatoires. 

Alain HAURIE, 
professeur à l'École des 

Hautes Études commerciales 
(Montréal) 
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