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Résumé

Cet article propose tout d'abord I'exploitation d'une activité de généralisation basée
sur des motifs (patterns) figuratifs destinée a développer la pensée algébrique. Lactivité
a été organisée sur la base d'un modeéle intégrant une structuration dans les processus de
raisonnement basée sur le modele de Dorfler (1991) en étroite interaction avec une structuration
des symbolisations selon une chaine de significations. Ensuite, cet article présente une analyse
des raisonnements et des symbolisations des éléves de début du secondaire au cours de cette
activité. Si les premiers résultats témoignent de la capacité des éléves a produire une grande
diversité de moyens de généralisation, ils révelent également certains obstacles rencontrés
par les éléves dans le processus de généralisation ainsi que des difficultés a produire des
formules utilisant le symbolisme algébrique.

Mots clés: généralisation, algébre, symbolisation, chaines de signification, invariant
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Developing algebraic thinking through a generalization activity
based on figurative patterns

Abstract

This article proposes the use of a generalization activity based on figurative patterns.
The activity was inspired by a model that incorporates a structuring of reasoning processes
based on the Doérfler model (1991), in close interaction with a structuring of symbolizations
according to a chain of meaning. Next, the article examines the reasoning and symbols
used by early secondary-school students during this activity. The initial results attest to the
students’ ability to produce a wide variety of means of generalization, expressed formally
or informally. They also uncover that some students significantly struggle with the use of
algebraic symbols, even when familiar.

Keywords: generalization, algebra, symbolization, chains of meaning, invariant

Desarrollar el pensamiento algebraico a través de una actividad

de generalizacion basada en patrones figurativos

Resumen

Este articulo busca como primer objetivo proponer la explotacion de una actividad
de generalizacion basada en patrones figurativos. Esta actividad ha sido organizada sobre
la base de un modelo que integra una estructuracion en los procesos de razonamiento,
basada en el modelo de Dorfler (1991), en estrecha relacion con una estructuracion de
simbolizaciones basadas en una cadena de significados. En seguida, este articulo apunta a
presentar un analisis de razonamientos y de simbolizaciones de alumnos de primer afno de
secundaria, durante el desarrollo de la actividad. Los primeros resultados dan muestras de
la capacidad de los alumnos de producir una gran diversidad de medios de generalizacion,
que se manifiestan de manera formal o informal. Ellos revelan también que ciertos alumnos
tienen importantes dificultades en el uso de simbolos algebraicos bien conocidos.

Palabras clave: generalizacion, algebra, simbolizacion, cadenas de significado,
invariable
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1. Introduction

Actuellement, I'idée de réduire les apprentissages algébriques a l'application de
techniques en utilisant un symbolisme formel a fait son temps. La recherche a démontré
depuis longtemps les limites de cette perspective en mettant en évidence les lacunes
des éléves en matiére de conceptualisation et d'utilisation significative des symboles
(Bednarz et Janvier, 1996; Booth, 1984; Kieran, 1992). Il existe depuis lors un consensus
croissant pour soutenir I'idée du développement d’'une pensee algébrique caractérisée
par la présence d’'une indéterminée et s‘'exprimant a I'aide de notations tant formelles
gu’informelles (Carraher, Schliemann et Schwartz, 2007; Kaput, 2008; Radford, 2018).

Historiquement, la geénéralisation constitue le coeur méme de [l'algeébre et,
pédagogiquement, elle joue un role important non seulement en algebre, mais également
en arithmétique (Mason, 1996). En effet, d'une part, les activités de généralisation
constituent des opportunités intéressantes pour développer cette pensée algébrique dans
la mesure ou I'expression de la généralité requiert I'utilisation d’'une indéterminée. D'autre
part, a travers la comparaison de différents moyens de généralisation, ce type d'activité
permet d'utiliser de maniere significative les techniques algébriques au secondaire, mais
egalement de travailler le sens de I'égalité et des opérations au primaire.

Par ailleurs, Demonty (2017) rappelle que sous limpulsion des approches
socioculturelles I'attention des chercheurs en algebre se focalise désormais sur les facteurs
sociaux considérés comme constitutifs de I'apprentissage. Ceux-ci accordent un intérét
important au role médiateur de la culture et des «signes» au sens de Vygotski envisageés
comme outils de communication et de pensée, tels que le langage oral, écrit, les symboles
formels et informels, les gestes, les schémas, etc. Les activités de symbolisation sont
donc importantes pour le développement de la pensée algébrique et constituent un objet
essentiel de nos analyses.

Dans ce contexte, le but général de cet article consiste a approfondir la réflexion
autour de 'analyse d'une activité de généralisation particuliere connue notamment sous
le nom de «Carré bordé». Deux objectifs spécifiques sont poursuivis: 1) concevoir une
exploitation didactique de cette activité selon une progression dans les processus de
raisonnement et de symbolisation et 2) analyser les raisonnements et les symbolisations
produits par des éleves.

Cet article est composé de quatre parties. La premiere discute des caractéristiques
de la pensée algébrique et de la pertinence didactique d'activités de généralisation
basées sur des motifs (patterns) figuratifs. La deuxiéme précise tout d’abord les types
de raisonnements et de symbolisations généralement observés dans ces activités, puis
propose un modele de la progression du raisonnement et de la symbolisation dans le
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processus de généralisation (qui a servi de base a I'exploitation de I'activité). La troisieme
partie développe la séquence d'apprentissage et le contexte de sa mise en place dans les
classes. Enfin, la derniére partie analyse les processus de généralisation et de symbolisation
developpés par les eleves au cours de l'activité.

2. Pensée algébrique et activité de généralisation basée sur
les motifs (patterns) figuratifs

2.1 A propos de la pensée algébrique

Depuis de trés nombreuses années, I'enseignement et I'apprentissage de l'algébre
représentent un des domaines les plus étudiés en éducation mathématique. Demonty
(2017) rappelle que les recherches des années 70 et 80 (voir par exemple l'article
synthése de Kieran [1992]) centrées sur I'analyse des erreurs commises par les éléves
du début du secondaire ont montré que ceux-ci éprouvaient d’'importantes difficultés
dans I'application des techniques et qu’ils n"avaient qu'une compréhension superficielle
des procédures algébriques et des concepts de base tels que les lettres, les expressions
algébriques ou encore I'égalité. A cette époque, l'algebre ou le raisonnement algébrique
etait toutefois intimement lié a I'utilisation du symbolisme algebrique formel s'appuyant
sur le code alphanumerique.

Avec I'émergence des approches socioculturelles, les études menées en algébre
font, a partir de la fin des années 90, évoluer I'attention des chercheurs vers les facteurs
sociaux et culturels. Dans ce contexte notamment, soulighe Demonty (2017), émerge l'idée
d’'une pensée algébrique qui ne serait plus directement associée a I'utilisation du langage
algébrique formel, mais médiatisée par tout type de «signes» (Vygotski, 1997), incluant le
langage oral, les mots, les symboles mathématiques, les notations non conventionnelles
ou encore les gestes.

Parallelement, apparait I'idée de développer une pensée algébrique deés I'école
primaire — puisque cette pensée peut s'affranchir des notations formelles — dont I'objectif
n’'est pas d'introduire précocement l'algebre, mais d’approfondir des I'école primaire la
comprehension de concepts mathématiques fondamentaux comme le sens des opérations
ou de I'égalité, eux-mémes liés au développement de la pensée algébrique (Kaput, 2008;
Squalli, Mary et Marchand, 2011).

La perspective du développement précoce de la pensée algébrique, C'est-a-dire avant
I'introduction du symbolisme formel de I'algébre, améne a définir la pensée algébrique
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autrement que par la présence des signes alphanumériques. Nous reprenons a Radford
(2014) les caractéristiques d’'une pensée algébrique:

1. Lindéterminée: Le probléme implique des nombres non connus (inconnues, variables,
etc.).

2.La dénotation: Celle-ci consiste a nommer ou symboliser cette indéterminée. Cette
denotation peut se faire de différentes maniéeres: a I'aide du code alphanumeérique,
mais aussi a I'aide du langage naturel, des gestes ou de signes non conventionnels.

3.Lanalycité: Celle-ci consiste a traiter les quantités indéterminées comme si elles
étaient connues et a parvenir a réaliser des opérations sur ces nombres inconnus.

2.2 Deévelopper la penseée algébrique par une activité de généralisation
basée sur des motifs (patterns) figuratifs

Les activités de généralisation sont considérées par de nombreux auteurs (Mason 1996;
Radford, 2008) comme des opportunités fondamentales pour développer la pensée
algebrique puisqu’elles favorisent un raisonnement visant a faire identifier et exprimer des
régularités. Ces activités répondent aux critéres d'une pensée algébrique dans la mesure
ou leur objectif consiste a formuler un moyen général au départ d’'une indéterminée, en
l'occurrence d’'une variable. Ces activités invitent a exprimer les généralités produites et
leurs justifications dans un langage tout d’abord non conventionnel et qui tend a devenir
de plus en plus conventionnel au fil des nécessités de I'activité.

Dans le cadre de cet article, nous développons une activité de généralisation issue de
l'activité du <Manufacturier» (Bednarz, 2005), appelée également «Carré bordé» (Coulange
et Grugeon, 2008; Coppé et Grugeon, 2009), dont un exemple est présenté ci-dessous.
Il sagit de trouver le nombre de carrés grisés de la bordure quel que soit le nombre de
carrés du coté du carré blanc (n).

Cette activité n’est pas nouvelle; elle a été utilisée a plusieurs reprises dans le passé
(Bednarz, 2005; Coppé et Grugeon, 2009; Coulange et Grugeon, 2008; Denis et al., 2004;
Vlassis et Demonty, 2002). Ce qui est neuf, en revanche, C’est le type d’exploitation proposé
ainsi que les analyses des processus de raisonnement et de symbolisation d’éleves avant
et apres I'apprentissage de I'algébre.

Les activités de genéralisation basées sur des supports schématiques, appelés
egalement «patterns figuratifs», constituent un contexte particulierement riche pour
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travailler la pensée algébrique avec les éléves tant au primaire qu'au secondaire. Lintérét
majeur de ce type d'activité réside dans la diversité des expressions possibles de la
généralisation. En effet, les différentes visualisations possibles des figures vont entrainer
différents calculs et différentes expressions selon les régularités identifiées.

Les différentes expressions de la généralisation issues de ces visualisations favoriseront
des débats riches. En outre, les éleves pourront argumenter les moyens de généralisation
trouves en s‘appuyant sur les dessins.

3. Processus de raisonnement et de symbolisation dans la
généralisation

3.1 Les raisonnements

Radford (2006, 2008) a identifié trois types de raisonnements des éléves dans la
généralisation issue du contexte de suites arithmétiques. Nous les résumons brievement
ici.

3.1.1 L'«induction naive»

L«induction naive» consiste a rechercher un motif inconnu en analysant les
caracteéristiques d'un seul motif connu ou en identifiant de maniére incorrecte la structure
du motif.

Dans le cas de l'activité du carré bordé, il sagirait, par exemple, de considérer que
si pour un carré de 3 carrés blancs de coté il faut 16 carrés grisés, alors pour un carré
de 6 carrés blancs de coté il en faudra le double, C'est-a-dire 32. On applique ainsi la
proportionnalité de maniére inadéquate.

3.1.2 La «généralisation arithmétique»

Dans la «généralisation arithmétique», la personne identifie un point commun a
travers I'analyse de plusieurs termes de la suite. Il s'agit de I'accroissement constant entre
les termes consécutifs (par exemple, ajouter chaque fois 2 a chaque terme consécutif,
comme dans I'exemple de la figure 1), C'est-a-dire de la mise en évidence de la «raison-.
Cette geénéralisation permet de prédire les cas proches. Cependant, un tel raisonnement
empéche I'éleve de déterminer un terme lointain a partir d'un terme déja connu en ne
prenant en considération «qu’un seul élément> de la régularité, en I'occurrence la raison.
Ce type de généralisation apparait fréquemment dans le cas de suites arithmétiques
dont les motifs (patterns) figuratifs sont présentés dans un ordre croissant, comme dans
I'exemple suivant:
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Figure 1 - Exemple de suite arithmétique dont les motifs (patterns) figuratifs sont présen-
tés dans un ordre croissant (Radford, 2006, p. 5)

00 000 0000
000 0000 00000

Figure 1 Figure 2 Figure 3

Elle peut apparaitre également dans le cas du carré bordé chez des éleves qui
pointeraient que:

 pour un carré de 2 carrés blancs de coté il faut 12 carrés grises;
* pour un carré de 3 carrés blancs de coté il faut 16 carrés grises;

et que, dong, pour un carré de 4 carrés blancs de c6té il en faudra 4 de plus, a savoir
20 carrés griseés.

3.1.3 La «généralisation algébrique»

Dans la «généralisation algébrique», I'éléve identifie une régularité a travers I'analyse
de quelques termes de la suite qu'il peut ensuite généraliser pour tous les termes de la suite.
Dans le cas du «carré bordé», I'éleve se base sur la mise en relation de «deux eléments»:
le nombre de carrés blancs sur un c6té et le nombre de carrés grisés correspondant (basé
sur I'analyse du dessin). Cette régularité est ensuite étendue aux autres termes de la suite.

Dans le «carré bordé», un raisonnement de type «généralisation algébrique» serait par
exemple de «voir» que le nombre de carrés blancs sur le coté est repris quatre fois sur le
contour des carrés grisés auxquels il faudra ajouter les quatre carrés des coins (4. n+4).

3.2 Les symbolisations

Dans les démarches d'induction naive ou de généralisation arithmétique, les
éleves expriment le plus souvent leur raisonnement a l'aide de calculs, de phrases,
d’annotations sur le dessin ou d'un substitut symbolique pour identifier le nombre
inconnu. Dans la généralisation algébrique, Radford (2008) observe que les éléves
peuvent proposer trois types de symbolisation: factuelle, contextuelle et symbolique.
Dans la «généralisation factuelle», la variable est symbolisée a partir d'un nombre. Dans la
«généralisation contextuelle», la variable est symbolisée par un substitut symbolique (un
point d’'interrogation, un cadre vide, une marque voire une lettre), mais la symbolisation
elaborée garde des traces de la situation qui I'a vue naitre. La «généralisation algébrique
symbolique» se détache quant a elle de la situation pour proposer une écriture tout
a fait correcte sur le plan mathématique. Dans ce cas, la formulation symbolique de
la généralisation ne comporte aucune trace permettant de relier les symboles a leurs
signifiants.
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Lintérét du modéle de Radford (2008), tant pour les raisonnements que les
symbolisations de la généralisation, réside dans le cadre d’analyse qu’il propose pour
comprendre le raisonnement et les erreurs des éleves lorsqu’ils généralisent un processus.

3.3 Le develo&s) ment du processus de genéralisation: le modele de
Dorfler ﬁ

Squalli (2015) développe le cadre d’analyse de Dorfler (1991) en poursuivant un
objectif différent de Radford (2008). Il ne s’agit plus d’observer des raisonnements
ou des modes d’expressions, mais de décrire le développement «idéal » du processus
méme de généralisation algébrique. Ce modele permet de comprendre la structuration
des différentes étapes possibles, nécessaires a la progression vers une généralisation
algébrique au sens proposé par Radford (2008), et d’analyser I'évolution des éleves dans
le processus de généralisation.

Le schéma ci-dessous (figure 2), proposé par Squalli (2015), reprend les principales
etapes de ce processus:

Figure 2 — Modéle simplifié de généralisation théorique de Dorfler (1991) proposé par
Squalli (2015)

Détachement des invariants de leur véhicule original

T

Les invariants comme prototypes - Extension du domaine de
réference

Formulation d'invariants - Description symbolique des
invariants

Réflexion sur le systéme d’actions

Systeme d'actions a partir d’'une situation

Dans ce modele, Squalli (2015) rappelle que le point de départ est une «action» ou un
«systéme d’action a partir d'une situation» dont I'objectif consiste a orienter I'attention du
sujet vers certaines relations entre les objets sur lesquels portent ces actions. La répétition
de ces actions conduit le sujet, sur la base d'une «réflexion sur ce systéme», a une certaine
constance dans les actions qui 'améne a prendre conscience de certains <«invariants»
essentiels des actions dont la <formulation» nécessite une description symbolique que ce
soit verbalement ou de maniére iconique, géomeétrique ou algébrique. Un moment crucial
dans le processus de genéralisation se produit quand ces invariants sont remplacés par
des «prototypes», C'est-a-dire quand la formulation des protocoles ne sert plus uniquement
a décrire les cas spécifiques examinés, mais aussi a envisager les cas potentiels. Enfin, les
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invariants et leurs formulations symboliques sont détachés des actions originales. Dés le
départ, les symboles possédent un certain domaine de référence et ce domaine est étendu
graduellement. Les symboles acquiéerent les caracteéristiques d’objet. Ces symboles sont
alors de nouveaux objets de la pensée, des objets mathématiques dont la signification
réside dans les invariants. Le détachement total des actions originales consiste a produire
une formule correcte et qui ne conserve plus la trace des éléments de contexte.

3.4 Modele presentant le développement de la symbolisation: Signes
et chaines de signification

Lintroduction des approches socioculturelles en éducation mathématique a mis en
lumiéere I'importance des processus sociaux dans les apprentissages. Si cette importance a
egalement été soulignée dans d'autres paradigmes de recherche, ceux-ci sont consideéres
comme consubstantiels a I'apprentissage dans les approches socioculturelles. Dans ces
derniéres, le développement cognitif trouve son origine dans les interactions sociales
médiatisées, C'est-a-dire instrumentées ou outillées par des signes, comme déja évoqué
précédemment.

Les approches socioculturelles nous aménent a considérer le signe dans la foulée
de sémioticiens, comme exprimant une relation étroite et sémantique entre signifiant et
signifie. Un signe est ainsi représenté comme un ensemble composé de deux facettes
inséparables. Cependant, de notre point de vue, cette conception du signe ne peut
suffire. Dans les approches socioculturelles, un signe n’est jamais une entité pour elle-
méme, il prend place et fait sens dans un contexte «d'activité» précis et est produit pour
atteindre un objectif donné (Radford, 1998). Selon Radford, I'activité, envisagée comme
I'environnement dans lequel s'inserent les actions mathématiques des individus et qui les
rend nécessaires présente deux caracteéristiques importantes. La premiere, C'est qu'elle est
mediatisée par les signes et est donc enracinée dans la culture. La seconde, C'est quelle
est orientée vers un but.

Ainsi, de notre point de vue, un signe se définit 1) par un signifiant et un signifié en
étroite relation, 2) comme élément médiatisant une activité donnée orientée vers un but.
C'est pourquoi nous suggérons de compléter la représentation du signe proposée par
la sémiotique en l'intégrant au coeur méme de l'activité dans laquelle il est produit (voir
figure 3).

Figure 3 — Proposition de définition du «signe» incluant la notion d’activité

ACTIVITE

Signifiant

Signifié
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Plusieurs auteurs (Gravemeijer, Cobb, Bowers et Whitenack, 2000; Presmeg, 2006)
ont mis en évidence le rOle crucial des activités de symbolisation qui se développent
en relation avec I'évolution de pratiques mathématiques de la classe afin de faire
émerger une réalité mathématique abstraite. Selon ces auteurs, les différentes étapes
de symbolisation constituent une chaine de significations dont la composante de base
est le signe. Lavantage de ce processus, selon Presmeg (2006), C'est qu'a chaque point
de la chaine existe la possibilité pour les éleves de revenir en arriere, y compris aux
actions initiales. Le schéma présenté dans la suite (voir figure 5) propose une chaine
de significations incluant la notion d’activité, absente chez les auteurs précités. Cette
chaine met en evidence cette eévolution du signe, rendue nécessaire par des activités de
complexité croissante (Vlassis, 2010; Vlassis et Demonty, 2018).

4. Méthodologie

4.1 Présentation de la séequence - Objectif 1

La figure 4 présente I'activité telle qu'elle a été soumise aux éleves.

Figure 4 — Activité <Antoine fait des mosaiques» telle que proposée aux éleves (De-

monty et Vlassis, 2018)
Antoine fait des mosaiques

Antoine veut réaliser des mosaiques carrées réalisées a partir de carrés, dont certains
sont colorés et d’autres pas. Ces mosaiques sont de différentes tailles mais elles sont
toutes produites sur le méme modéle comme dans les exemples ci-dessous :

Mosaique réalisée a partir de Mosaique réalisée a partir de
3 carrés de couleur sur un coté 4 carrés de couleur sur un coté

Antoine veut réaliser des mosaiques de différentes tailles. Pour prévoir le matériel, il
cherche un moyen de calculer le nombre de carrés blancs dont il aura besoin a partir du
nombre de carrés de couleur qu’il veut mettre sur un coté de la mosaique.

1) Antoine voudrait réaliser une mosaique a partir de 5 carrés de couleur sur un céoté.
A l'aide du matériel, construisez cette mosaique.
Combien de petits carrés blancs sont-ils nécessaires pour réaliser cette mosaique?

2) Antoine voudrait réaliser une mosaique a partir de 7 carrés de couleur sur un coté.

Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrés blancs
sont nécessaires dans ce cas.

3) Faites de méme pour une mosaique construite a partir de 32 carrés de couleur sur
un coté.

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, a chaque fois, le nombre de carrés
blancs nécessaires pour réaliser une mosaique, quel que soit le nombre de carrés
colorés de coté.



Développer la pensée algébrique a travers une activité de généralisation... 141

Si la structure du questionnement n’est pas neuve — on la retrouve notamment chez
Coulange et Grugeon (2008) — Cest le regard porté sur ce questionnement grace aux
apports combinés du modeéle de Dorfler (1991) et des chaines de signification qui est
neuf. Lapport de DOrfler met en avant les eétapes par lesquelles I'enfant doit passer pour
avancer dans le processus de généralisation tandis que la structuration en une chaine
de signification oriente I'attention vers le développement de la symbolisation depuis les
manipulations concrétes jusqu’a la formulation de la généralité en langage mathématique.
La figure 5 présente le développement des étapes de cette activité (en relation avec les
questions posées) selon ces cadres théoriques.

Figure 5 — Modeéle de la structuration de I'activité basé sur les apports de Dorfler (1991)
et des chaines de significations (Vlassis et Demonty, 2018)

Provegquer un systéme d'actions
initial basé sur le dénombrement
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émerger des invariants
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B Activitd question 4 ——— } Transformer les invariants en
rototypes
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Plus précisément, la question 1 oriente les éléves vers le dénombrement physique du
nombre de carrés formant le contour de la mosaique qu’ils sont appelés a construire. La
question ne nécessite pas et n’invite pas a un dénombrement raisonné, bien que certains
éleves peuvent le faire. Le schéma implicite du dénombrement utilisé est le protocole
d'un systéme d’actions initial qui devrait étre transparent pour les €léves. La question 2
invite les éleves a répéter le systeme d’actions initial pour un autre exemple spécifique,
mais cette fois-ci la consigne consiste a faire trouver un calcul; elle oriente ainsi les éléves
a porter leur attention au protocole des actions (le schéma de dénombrement) et non
plus au dénombrement lui-méme. Dans la question 3, les éléves ne peuvent plus réaliser
physiquement le dénombrement (le matériel n’est pas suffisant), ils doivent donc le réaliser
mentalement. La taille relativement grande de la mosaique a 32 carrés de couleurs a
pour but de «forcer» les éleves a expliciter le protocole des actions utilisé pour les cas
précédents pour I'adapter au cas présent ou encore a faire un dénombrement raisonné
utilisant les cas précédents pour valider la justesse du dénombrement. Les éleves sont
ainsi mis dans la situation ou ils doivent dégager des invariants a partir des deux cas
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précédemment examinés et étendre ces invariants au nouveau cas. La justesse de la
réponse ne peut plus reposer sur un argument empirique (dénombrement physique),
mais sur les invariants dont les significations renvoient au systeme d’actions initial.

La question 4 amene les €éléves a anticiper les cas potentiels. Dans cette situation, les
invariants ne peuvent plus référer a des cas spécifiques, mais a des cas potentiels non
spécifiés. La question ameéne les €leves a transformer les invariants en prototypes, les
cas specifiques précédents deviennent alors chez les eleves des exemples genériques.
La généralité peut étre formulée de manieére libre soit en utilisant le langage ordinaire
ou un langage mixte constitué de symboles mathématiques et non mathématiques soit
en recourant au langage formel. Finalement, la question 5 invite les éléves a réfléchir
sur la formulation symbolique de la généralité et a représenter de maniére explicite et
mathématique la variable. Cette formulation est alors détachée du systeme d’actions
initial et peut se préter a des manipulations syntaxiques en cohérence avec les regles du
calcul et sans lien avec les signifiants.

4.2 Contexte d'implémentation de I'activité

Cette activité a été proposée dans le courant du mois de janvier 2016 dans deux
classes de secondaire technique, l'une de 1 année (grade 7) avec 14 éleves et l'autre
de 2¢ année (grade 8) avec 20 éléves. Cette activité était une premiére pour les éléves
des deux niveaux scolaires. Si les €leves de grade 8 suivaient un cours d’algebre depuis
prés d’'un an et avaient été initiés dans ce contexte a la résolution des équations et aux
techniques algébriques comme la réduction de termes semblables, la distributivité, etc.
— ils maitrisaient donc «I'algébre» impliquée dans l'activité — les éleves de la classe de 1'¢
secondaire (grade 7) n’avaient recu aucun enseignement de l'algebre.

Deux moments étaient planifiés. Deux périodes de temps (2x50) ont d’abord été
consacrées au travail en groupes pour répondre aux différentes questions de l'activité,
puis deux autres périodes de temps (2x50°) ont été consacrées a la mise en commun.
Cing groupes (quatre de trois éléves et un de deux éleves) ont été formés en 1™ année
(notés G1-1, ..., G1-5) et sept groupes (six de trois éléves et un de deux éléves) en 2¢
année (notés G2-1, ..., G2-7).

Nos analyses sont issues des deux premieres périodes, pendant lesquelles les
eleves travaillaient en groupes. Lenseignante a lancé le travail et na donné que tres
peu de consignes concernant la tache a réaliser, si ce n’est les consignes d’organisation.
Lenseignante et deux chercheurs passaient dans les groupes et aidaient ceux qui étaient
en difficulté. Les éleves des deux classes étaient répartis en groupes de trois ou de
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deux. Les données ont été collectées sur la base des productions écrites des différents
groupes d’éleves et d’enregistrements audio ou vidéo des interactions des éleves dans
les différents groupes. Il convient de souligner que les éléves n'avaient jamais résolu de
problemes de généralisation. C'était leur premier contact avec ce type de tache. Pour
soutenir les premieres actions des €leves, I'enseignante avaient mis a leur disposition du
matériel concret pour représenter les mosaiques.

4.3 Questions de recherche — Objectif 2

Le deuxiéme objectif de cet article consiste a analyser les processus de généralisation
et de symbolisation qui ont accompagné la production des messages dans l'activité
«Antoine fait des mosaiques». Plus précisement, il vise a répondre aux deux questions
recherche suivantes:

1. Quel raisonnement développent les éleéves dans leur processus de généralisation
et quelles difficultés rencontrent-ils?

2. Quels types de symbolisation développent les éleves et quelles difficultés
rencontrent-ils?

5. Résultats

Les résultats sont structurés autour de deux axes principaux en relation avec les deux
questions de recherche formulées ci-dessus. Le premier axe porte sur les raisonnements
dans le processus de généralisation, C'est-a-dire les différents systémes d’actions et
invariants produits par les éléves. Le second concerne l'analyse des symbolisations
produites par les eléves.

5.1 Analyse des raisonnements dans le processus de généralisation

5.1.1 Systémes d’actions initiaux et invariants correspondants

Cette analyse se base sur I'expression finale de la généralité (questions 4 et 5 de
la figure 4) de chaque groupe en 1¢ et 2¢ années du secondaire et identifie le systeme
d’actions sur lequel elle repose.

Lensemble des éléves a utilisé différents systémes d’actions qui peuvent étre
configurés en quatre grandes familles (F1, F2, F3 et F4). Une famille étant une classe
constituée des systémes d’actions portant sur les mémes objets et conduisant ainsi aux
mémes invariants. Voici dans le tableau 1 les familles identifiées dans la situation <Antoine
fait des mosaiques-.
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Tableau 1 — Familles de systémes d’actions identifiées par les éleves

Description Formule

F1 Prendre quatre fois le nombre de carrés 4n + 4*

de couleur sur un coté et ajouter les

quatre carrés des coins.

F2 Prendre quatre fois le nombre de carrés 4(n+ 1)

de couleur sur un c6té plus un.

F3 Prendre deux fois le nombre de carrés 2(n+ 2) +2n

de couleur sur un c6té plus deux. Au

nombre obtenu, ajouter deux fois le

nombre de carrés de couleur sur un coté.

F4 vt Différence des aires: Calculer l'aire du (n+ 2)% —n?
grand carré en prenant le carré du

W mt2 nombre de carrés de couleur sur un coté

plus deux. Calculer l'aire du petit carré
coloré en prenant le carré du nombre de
carrés de couleur sur un cOté puis
soustraire ce résultat du précédent.

* Dans les formules, n désigne le nombre de carrés de couleur sur un coté de la mosaique.

Le tableau 2 présente la répartition des groupes d'éléves selon les familles.

Tableau 2 — Familles de systémes d'actions identifiés par les différents groupes

F1 F2 F3 F4
dn+4 an+1) Z.(n+2)+2.x (n+2)*-n?
1™ année G1-2¢ G1-1; G1-3 G1-4 G1-5¢
2* année G2-17%, G2-6 - G2-2; G2-3%, G2-4; G2-7

La majorité des groupes, qu’ils soient de 1™ année ou de 2¢année, est parvenue a
produire une généralisation algébrique. Seul un groupe de 2¢ année (G2-5) ne parvient
a pas a produire un systeme d’actions et a aller au-dela de la premiére question. Les
tableaux 1 et 2 témoignent également de la variété des démarches développées par les
eleves, surtout en 1 année, méme si ce sont essentiellement les familles F1 et F3 qui ont
eté plebiscitées.

Cependant, de grandes différences de niveau ont été observeées parmi les groupes en
ce qui concerne la réflexion pour aboutir a la production du message de généralisation.
En effet, certains groupes (notés par un astérisque) ont compris rapidement I'enjeu de
l'activité (alors que ce type d’activité n’avait jamais été proposé auparavant dans la
classe) et trouvé facilement un prototype, C’est le cas des groupes G1-2 et G1-5 et des
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groupes G2-1 et G2-3, tandis que les autres groupes ont eu besoin d'un support soutenu
de I'enseignante pour arriver a trouver les invariants et a produire le moyen général. Pas
moins de quatre approches différentes ont été mobilisées par les éleves de 1re année et
deux par ceux de 2¢ année. Cette diversité dans les démarches des €leves témoigne du
potentiel de ce type d'activité pour le développement des apprentissages algébriques,
dans la mesure ou la comparaison de ces différentes formules ou expressions permettra
de (re)travailler le sens des opérations arithmétiques ainsi que des concepts comme le
signe d’égalité, la notion de variable et des techniques comme la réduction de termes
semblables, la distributivité, voire les produits remarquables.

5.1.2 Difficultés des éléves dans le processus de généralisation

Deux difficultés principales ont été identifiées chez les éléves dans le processus
de généralisation. D’abord, certains éléves ont rencontré des difficultés a identifier les
invariants. En particulier, les éleves des groupes G2-6 et G2-7 ont commis tous deux
la méme erreur a la question 2 ou il fallait produire un calcul pour une mosaique qui
compterait sept carrés colorés de cote. La réponse a la question 1, ou il s'agissait de
produire un modeéle a I'aide du matériel pour une mosaique de cinq carrés colores, ne
leur avait posé aucune difficulté. Mais pour répondre a la question 2, les éléves des
deux groupes ont produit le calcul 9 x 4 sans penser a contrOler leur réponse par le
dénombrement. Lerreur de ces €éleves semble venir d'une compréhension de la situation
basée sur une visualisation du motif (pattern) figuratif en termes de périmétre: en effet, les
carres blancs correspondent visuellement au contour de la figure. Puisqu’il est demandé de
produire un calcul pour trouver le nombre de carrés blancs autour des carrés colores, les
éleves pensent qu’il s'agit d’appliquer la formule du périmétre, en 'occurrence «coté x 4».
Nous pensons que le probléme pour ces éléves réside dans un glissement de leur centre
d'attention dans I'analyse du dessin. Sans s’en rendre compte, ceux-ci sont passés du
denombrement de carrés en tant qu'unité d’aires au dénombrement des carrés comme
unités de longueur. Ces éleves ont ainsi considére les cotés externes des petits carrés
dont la somme correspond au périmetre de la mosaique. Dans cette perspective, les cotés
externes des carrés placés aux quatre coins sont bien au nombre de deux. Lenseignante
est intervenue dans les deux groupes pour aider les éléves a changer de point de vue, en
leur faisant vérifier la réponse de leur calcul par dénombrement. Ce fut tres difficile. Les
eleves ne voyaient pas pourquoi leur calcul ne conduisait pas a la réponse correcte. Il a
fallu plusieurs interventions de la part de I'enseignante pour que les éleves comprennent
leur erreur.

Ensuite, certains groupes ont éprouve des difficultés a étendre le domaine de référence
et a établir un prototype. Les groupes G1-1 et G1-5 identifient correctement les invariants
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a la question 2 (pour 7 carrés colorés de cOté), mais n'utilisent pas la réflexion qui a
conduit a 'émergence de ces invariants pour trouver le calcul qui donnera le nombre de
carrés blancs a la question 3 (32 carrés colorés de c6té). Prenons I'exemple du groupe
G1-5. Celui-ci produit assez rapidement le calcul basé sur la différence des aires (F4),
9x9-7x7enréponse a la question 2. Cependant, pour la question 3 avec les 32 carres
colorés de cotés les eleves commencent par trouver 8 x 4, car «8 X 4, ¢a fait 32», puis tentent
de réaliser la mosaique avec les 32 carrés colorés de coté. Puisqu’il manque de cubes,
ils réalisent, avec les carrés disponibles, un rectangle qui ne correspond évidemment
plus a la structure des mosaiques proposée dans l'activité. lls demandent alors l'aide
de I'enseignante. Lenseignante essaie de les mettre sur la bonne voie en leur rappelant
leur raisonnement a la question 2 puis s’en va. A ce moment, un éléve pense a calculer
32 x 32, mais un autre éléve du groupe explique qu’il a calculé 4 x 8, car 32 divisés par 8
donnent 4. L'éléve qui avait cherché 32 x 32 trouve la réponse 1024. Comme il n'y a pas
d’accord dans le groupe a propos de ce qu’il convient de faire, les éléves font de nouveau
appel a I'enseignante qui permet a leur réflexion d'aboutir a la généralisation basée sur
la différence d’aires (famille F4).

Les échanges dans les deux groupes montrent a quel point ce fut difficile pour ceux-
ci de parvenir a déterminer les prototypes, C'est-a-dire a généraliser le processus dont ils
semblaient pourtant avoir identifié les invariants dés la question 2. Cependant, dans les
deux groupes, la réponse a la question 2 se base encore sur 'analyse du matériel, comme
en témoignent leurs interactions (non rapportées ici). A la question 3, il n’est plus possible
d’utiliser les petits cubes, car ils ne sont plus assez nombreux. La réflexion doit devenir
plus abstraite: il faut s'imaginer un cube de 32 carrés colorés de coté. Cest véritablement
lors de la réflexion sur cette question que les €leves se voient obligés de refléchir a la
structure du schéma et aux relations entre les difféerents éléments sans le support concret
du matériel. On peut considérer que cette étape est déterminante dans l'identification
d’'un prototype.

5.2 Analyse des symbolisations des moyens de généralisation

Dans cette section, nous présentons I'analyse des symbolisations des questions 4 et 5
qui concernent le processus de généralisation en tant que tel. Rappelons que la question
4 demandait de trouver un moyen de généralisation sans en préciser la forme, tandis que
la question 5 demandait d’écrire ce moyen en langage mathématique.

Le tableau 3 présente les différentes symbolisations des généralisations algébriques
produites par les éleves.
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Tableau 3 — Analyse des symbolisations des généralisations algébriques, sur la base du
modele de Radford (2008)’

Généralisation algébrique 1" année 2* année
Factuelle G1-3-G1-5
Contextuelle Mots uniquement G1-1° G2-4
«Formules- G1-2-G1-4 G2-1-G2-2 -G2-6
Symbolique G2-3-G2-7

Lanalyse de ce tableau révele sans surprise que seuls les éléves de 2¢ année
parviennent a produire une «généralisation algébrique symbolique». Cela concerne les
groupes G2-3 et G2-7. La «généralisation factuelle», quant a elle, concerne deux groupes
de 1™ année, G1-3 et G1-5, n‘ayant encore jamais aborde I'algebre.

Un groupe de 2¢ année (G2-4) ne répond pas a la question 5 qui demande de rédiger
le moyen en langage mathématique. Il ne produit ni méme ne tente de rédiger aucune
formule ni calcul, alors que ces €éleves apprennent I'algebre depuis un an. Dans la suite,
nous analysons I'expression des différents types de généralisation algébrique.

5.2.1 Généralisation algébrique factuelle

La figure 6 présente la production du groupe G1-3. La généralisation est de type 4 (x + 1)
(Famille F2) et se préte a la méme analyse que celle du groupe G1-5 également concerné
par ce type de généralisation (voir tableau 3).

Figure 6 — Généralisation algébrique factuelle proposée par le groupe G1-3

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, & chague fois, le nombre de
mosaiques blanches nécessaires pour réaliser une mosaigue, guel gue soit le
nombre de camés colorés de coté.
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Cet exemple présente la généralisation spontanée produite par le groupe. On constate
que tant I'expression générale en mots que celle en langage mathématique portent sur
un seul exemple. Cependant, le terme «exemple», placé devant les deux expressions,
témoigne du caractére général de ce cas numeérique, qui n'est la que pour expliquer une
facon générale de procéder. Les exemples choisis dans les deux modes d’expression sont
par ailleurs différents. Aprés une discussion avec I'enseignante pour les mener vers la

formule, ces éléves en sont venus a la production finale suivante (figure 7).

1 Le groupe G1-1 n’a pas exprimé la généralisation par écrit sur la feuille, mais I'a énoncée oralement dans le travail
de groupe: «Il faut compter les quatre c6tés fois le nombre de carrés colorés plus un-.
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Figure 7 — «<Formule» finale proposée par le groupe G1-3
(%4 Jn‘!,x b ’
x = il o DONL
5.2.2 Généralisation algébrique contextuelle

Le tableau 4 présente les différentes formules de généralisation contextuelle
présentées par les différents groupes.

Tableau 4 — Formules de généralisation contextuelle proposées par les groupes de 1™ et

2¢ années
T®année G1 -2 {q.){)-{-q = 2‘
Gl —4 X2+ (x+2).2
2année G2 —1 Heaax Al
G2-2 Aathrakb.

G2-6 %4QLD).
\

Notons que deux groupes (G1-1 et G2-4) proposent des généralisations contextuelles,
mais en mots uniquement. Ills ne sont donc pas repris dans ce tableau.

Les formules produites par les cinq groupes présentés dans le tableau sont contextuelles
dans la mesure ou elles portent toutes la marque des actions posées par les éléves pour
généraliser. Par exemple, les parenthéses (G1-2) servent a montrer la hiérarchie des
opérations (on multiplie d’abord x par 4 puis on ajoute 4), I'utilisation de deux lettres dans
I'expression a+b+a+b vise a exprimer deux nombres différents (autrement dit les deux
grands cotés et les deux petits [G2-2]) ou encore le signe «» reste apparent pour indiquer
la multiplication (G2-6).

En 1" année, examinons comment 'enseignante amene le groupe G1-4 a produire
une formule. La généralisation du groupe G1-4 est de la famille F3, C'est-a-dire de type
2.(x+2)+2.x.

La figure 8 présente I'expression du moyen général qu’ils ont trouvé.
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Figure 8 — Généralisation algébrique contextuelle proposée par le groupe G1-4

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, & chaque fois, le nombre de
mosaigues blanches nécessaires pour réaliser une mosaique, quel que soit le
nambre de carrés colorés de coté.

‘—'J’ﬁ,g da Oy, m&ﬁmﬂ;m 7. e, L@Aﬂ.ﬂm&@ Qi Glzjfwi 1
Rl '% o A AT g e e

5) Ecrivez ce moyen en langage mathématique.

........

La formule proposée ce groupe a été produite avec I'aide de I'enseignante. La formule
a éteé rédigée a la suite de discussions entre I'enseignante et les éléves a propos du calcul
32 X 2 + (34 x 2) = ... comme présenté dans la figure 9.

Figure 9 — <Formule» finale proposée par le groupe G1-4

*,g:u ! me f’% ef

" 1|a 1 ; | 5 i
Voici un extrait des interactions a propos du processus soutenues par I'enseignante (P).
1P Et si j'avais mis 180, quel calcul est-ce qu’on devrait faire?

2 E2 180 x 2 plus 182 x 2

3P Et maintenant, si on veut une formule qui fonctionne avec
n’importe quel nombre de carrés de couleur, comment trouver une formule
qui va marcher dans tous les cas?

4 E2 ... avec des phrases?
5 E3 ... on peut aussi faire des calculs ici pour expliquer...
6 P Vous n’étes pas loin de trouver le calcul, il faut juste remplacer le

32 et le 34 par quelque chose qui fait que ¢ca marche tout le temps... si je
prenais le 200, on va appliquer la formule, si je prenais 500 ¢a marcherait
aussi

7 E2  Alorsonfaitx x 2

8 P Oui... trés bien x x 2

9 E3  Ahoui... x x 2 etapres...

10E2  ...ouiplus...

1P Tu continues la formule, trés bien.

12 E3 Plus x x 4, euh x 2 aussi
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13E2  Xxfois... non... plus quatre

14 P Non le 34, il a quel lien avec le 32?
15E2  plusdeux... alors plus x + 2

16 P Bien

17 E2 e X2

18 E3 Ok, x . 2 plus... [E3 écrit la formule juste en dessous du calcul,
apreés avoir changé les symboles <fois» par un point|

Guidés par I'enseignante, les éléves (qui n‘ont recu encore aucun cours d'algebre
au secondaire) parviennent a rédiger la formule. Notons que les éleves hésitent lorsqu'il
s’agit d’exprimer le nombre de carrés blancs sur le grand coté qui correspond dans leur
calcul au nombre 34 (lignes 12 et 13). Pour les amener a produire x + 2, I'enseignante
doit mettre en évidence le lien entre les nombres 32 et 34 (ligne 14). Cette difficulté,
assez répandue et rencontrée également par les éleves de 2¢ année, correspond a ce
que Duval (2002) appelle «la redésignation fonctionnelle». La formule finale prend tout
son sens pour les éleves en relation avec le calcul posé dans l'activité (32 x 2 + 34 x 2).
Il s’agit d’'une premiére étape dans la symbolisation algébrique et celle-ci reste encore
profondément ancrée dans le contexte.

Du cOté des éléves de 2¢ année, deux types d’erreurs ont été observés dans la
production de leur formule.

1.La difficulté d’exprimer une variable en fonction d’'une autre dans l'expression
produite par le groupe G2-2. Cette difficulté renvoie au concept de «redésignation
fonctionnelle», défini par Duval (2002), qui concerne la nécessité, notamment dans les
problemes impliquant les équations, de choisir une lettre qui permettra de désigner
non pas une, mais plusieurs quantités exprimées dans I'énonceé. Dans le cas du groupe
G2-2, celui-ci formule I'expression a+b+a+b, plutot que la formule x+2+x+x+2+x.

2.La deuxiéme concerne le groupe G2-6, mais aussi le groupe G2-1 qui, dans une
premiere version, avait écrit la formule 4.a+4.b remplacée dans la suite par 4.a+4.1.
Les expressions produites témoignent d'une confusion entre les constantes et les
variables. De méme, le groupe G2-6 avait tout d’abord produit 4.a+b, clairement
visible sous les hachures, avant de rédiger 4.a+4.
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5.2.3 Généralisation algébrique symbolique
La figure 10 présente la formule finale proposée par les groupes G2-3 et G2-7.

Figure 10 — «<Formule» finale proposée par les groupes G2-3 et G2-7

G2-3 5) rivez ce moyen en langage mathématique.

LN LA A= SN A
G2-7 . - R
5) Ec_n\a_{ez ce moyen en langage mathématique.

A D2 S i

Ce sont les deux seuls groupes qui ont pensé a reduire les expressions. Dans les deux
cas, les éleves ont d'abord produit une expression mathématiquement correcte, mais
encore calquée sur les actions posées. lls semblent ensuite s'étre détachés du contexte
et I'ont simplifiée comme toute autre expression algébrique. Dans cette derniére action,
le contexte s’efface pour faire place a I'expression algébrique pour elle-méme. Pour
Dorfler (1991), il s'agit du «détachement des invariants de leur véhicule original». Pour
Radford (2008), la généralisation algébrique symbolique se détache quant a elle de la
situation, pour proposer une écriture tout a fait correcte sur le plan mathématique, qui
n’'est plus enracinée dans le contexte de la suite. Notons que le groupe G2-3 utilise la
majuscule plutdt que la minuscule qui correspond a l'usage en mathématiques. S'agit-il
du symbole N représentant les naturels? Dans ce cas, le N représenterait-il un nombre
naturel? Deés lors, les éleves ne seraient pas dans un détachement total. Il est difficile
d’avoir une certitude a ce sujet. On peut cependant considérer que le fait de réduire
I'expression, méme en utilisant une majuscule, implique un changement de perspective
ou I'éleve passe d'une description des actions posées a une réflexion sur I'objet méme
de cette expression pour la réduire. Malgré une expression réduite et correcte sur le
plan mathématique, il n‘est pas certain que les éléves aient réellement produit une
généralisation algebrique symbolique ou soient arrivés au détachement total. Pour en
étre convaincu, il faudrait s’assurer que les e€leves puissent considérer d’autres formules
de généralisation comme équivalentes a la leur.

6. Discussion et conclusion

Cet article visait a proposer une exploitation d’'une activité de généralisation sur la
base d’'un modele intégrant une progression des raisonnements dans le processus de
généralisation selon Dorfler (1991) en relation avec une structuration des symbolisations
selon une chaine de significations (Gravemeijer et al., 2000; Vlassis et Demonty, 2018). Il
proposait eégalement d’analyser les raisonnements et les symbolisations des éleves qui
ont travaillé a cette activité.
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Du point de vue des raisonnements dans le processus de généralisation (question
de recherche 1), les résultats de I'expérimentation de cette séquence nous conduisent a
mettre en évidence trois constats principaux.

Tout d'abord, certains groupes d’éleves, tant de 1 année que de 2¢ année, ont
rapidement percu les enjeux de I'activité et de sa structuration. lls ont rapidement identifié
les invariants et déterminé un prototype sur la base des schémas proposés dans I'activité.
La principale préoccupation résidait alors dans la symbolisation de cette généralisation.

Ensuite, d’autres groupes ont eu besoin d’'un support important de I'enseignante.
Certains ont éprouveé de grandes difficultés des la question 2 en cherchant a identifier les
invariants pour produire le calcul requis. lls proposaient 9x4 comme s'il s'agissait d'un
périmeétre. On peut considérer cette démarche comme relevant de «I'induction naive» au
sens de Radford (2008), dans la mesure ou l'invariant identifié (périmetre) est erroné:
['unité de mesure du dénombrement est le carré et non son coté.

Enfin, la structuration de la séquence impose a la question 3 d'abandonner le matériel
et confronte les éléves a I'expression des invariants. Plusieurs groupes, qui pourtant
avaient réussi sans difficulté apparente a répondre a la question 2, ont été «déséquilibrés»
au sens de Piaget dans la mesure ou il ne leur était plus possible d’utiliser le matériel pour
résoudre le probleme posé. C'est a cette etape que les éleves, contraints de produire une
opération sans le support du matériel, sont amenés a réfléchir sur leur systéme d’actions et
a réellement identifier les invariants. Deux hypothéses peuvent étre avancées concernant
ces difficultés. Premiérement, il se peut que ces groupes n’aient pas percu la structuration
de la séquence et aient interprété la question 3 comme une question d’'une autre nature
que la question 2. Il est possible que ces €leves respectent ainsi inconsciemment des
regles métadiscursives (Sfard, 2001; van Oers, 2001; Verschaffel, Greer et De Corte, 2000)
qui renvoient a ce que Brousseau (1997) appelle le «contrat didactique». En I'occurrence,
confrontés aux différentes questions de l'activité, ces éleves qui n‘ont pas établi de lien
entre les questions 2 et 3 peuvent trés bien avoir compris qu’il s'agissait de questions de
natures difféerentes, comme cela se produit traditionnellement lorsqu’ils doivent effectuer
une liste d'exercices. La deuxieme hypothese, que nous privilégions, consiste a penser
que ces eléves n‘auraient pas pris clairement conscience de leur systéme d’actions dans
la question 2 et n'auraient donc pas vraiment identifié les invariants.

Du point de vue de la symbolisation (question de recherche 2), l'utilisation de
motifs (patterns) figuratifs a entrainé les éléves a produire un large éventail de formules
de généralisation sur la base de différents systémes d'actions résultants de différentes
visualisations des motifs (patterns).
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Deux constats importants émergent des résultats. Tout d’abord, la majorité des
éleves parviennent a produire des formules en langage mathématique méme si la plupart
restent a un niveau «contextuel>. Cependant, pour les éléves de 1" année, il s'agit d'un
important pas en avant étant donné que l'activité constituait leur premiére rencontre
avec l'algebre. La formule contextuelle émerge, dans ce contexte, des processus d'actions
developpés par les éeleves et est calquée sur les opérations. Ensuite, soulignons qu’en
2¢année, seuls deux groupes sont parvenus a la généralisation algébrique symbolique.
Lenseighante de cette classe s'est montrée surprise que davantage de groupes ne soient
pas parvenus a produire la formule correcte sur le plan mathématique. Il semble que
ces groupes n‘aient pas necessairement établi de lien entre I'algebre qu’ils travaillaient
habituellement en classe et I'activité proposée. Il faut étre cependant conscient que
l'activité de généralisation dans laquelle les éléves étaient engagés requiert de leur part
une utilisation de I'algébre tres différente de celle qu’ils ont I'habitude de développer. Il
s’agit ici non pas d’appliquer une technique algébrique fortement développée dans les
classes, mais de «produire» une nouvelle expression algébrique, ce qui requiert un point
de vue tres différent sur l'utilisation du langage algébrique en lien notamment avec le
sens de I'égalité, de la lettre, mais aussi et surtout sur les relations entre les différents
symboles (Vlassis, 2010).

Cette expérimentation de ['activité <Antoine fait des mosaiques» apporte également
des éclairages sur les conditions favorisant le développement de la généralisation
algébrique chez des éleves avant ou au début de I'enseignement de I'algébre. La phase
de mise en commun des différentes formules produites jouera un rble important dans la
progression vers la généralisation algébrique symbolique, dans la mesure ou les éléves
seront confrontés a I'expression de différent(e)s moyens/formules pour généraliser un
processus basé sur un méme motif (pattern) figuratif.

Lentrée par le matériel pourrait paraitre inadéquate puisque certains €léves éprouvent
d’'importantes difficultés a s’en détacher, mais cette entrée a permis aux €leves de donner
sens a l'expression des opérations et de la généralité. Les éléeves peuvent ainsi non
seulement baser leur raisonnement sur des actions concretes, mais également revenir en
arriere pour vérifier la production de I'expression finale de la généralité ou encore pour
recourir aux premieéres actions si le sens de I'expression produite vient a manquer.

Et C'est bien la que réside tout l'intérét de cette séquence construite selon notre
modele, car celui-ci permet de mettre en perspective le processus méme d’émergence de
la généralité (Dorfler, 1991) en étroite relation avec la symbolisation structurée en chaine
de significations, autorisant ainsi des actions et des opérations sur la base d’un va-et-vient
entre le matériel, les nombres, les mots et le langage algébrique. Selon Bednarz (2005),
cette capacité a utiliser différents niveaux de langage, a passer d'un niveau de langage
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a un autre, constitue une habileté centrale en mathématiques, dans la mesure ou celle-
ci permet de construire un sens aux concepts, aux raisonnements en relation avec le
symbolisme mathématique.

Enfin, I'activité, malgré un potentiel qui autorise un développement progressif de
la pensée algébrique, ne peut se passer d'un support important de I'enseignant pour
etayer la réflexion des éleves ou faire émerger <les mathematiques» des discussions, que
ce soient en intervenant dans les groupes ou en organisant une mise en commun qui
visera a faire émerger les concepts et les symbolisations relatifs a la pensée algébrique
en fonction du niveau scolaire des éléves.
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