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Rapport sur les travaux philosophiques entrepris
par M. Lautman’

ALBERT LAUTMAN

RESUME. — Lautman synthétise dans ce rapport (1935) quelques idées centrales
qui seront par la suite développées dans ses Théses (1935-37). Il s’agit d'un
manuscrit inédit, qui semble étre le premier texte scientifique du jeune philo-
sophe. Lautman étudie le local et le global suivant Galois, Riemann, Hilbert et
Cartan, et propose une hypothése sur les rapports structurels généraux du local
et du global, qui préfigure I'essor de la théorie des faisceaux, laquelle apparaitra
une dizaine d’années aprés.

ABSTRACT. — Lautman synthetizes (1935) some of the main ideas that will be
developped in his Thesis (1935-37). It is an unpublished manuscript, which may
be the first scientific text of the young philosopher. Lautman studies the local/
global dialectics, following Galois, Riemann, Hilbert and Cartan, and proposes
an hypothesis on general structural relations between local and global, very
close to the sheaf theory paradigm which will emerge ten years later.

Le probléme capital de la philosophie des sciences est sans aucun doute celui
des rapports de la théorie mathématique et de Pexpérience physique. Nous
voudrions pouvoir un jour montrer comment les conceptions relatives a
I’univers physique ne sont qu’une représentation concréte de notions définis-
sables uniquement au sein d’une théorie mathématique. Il en est certaine-
ment ainsi pour les notions d’état d’un systéme, d’énergie, de solutions
discontinues, de spectre continu, de périodicité, etc., qui sont a la base de la
physique contemporaine. Cette attitude philosophique exclut la thése inverse
qui prétend introduire dans Pinterprétation des mathématiques des notions
communes empruntées a la physique macroscopique ou méme a I’expérience
psychologique, comme par exemple celle de Becker qui s’efforce, dans
son ouvrage Mathematische Existenz, de fonder phénoménologiquement

1. 1l s’agit d’un manuscrit typographié de douze pages, daté mars 1935. Nous ne
connaissons pas le destin du Rapport, mais il peut avoir été écrit soit pour Célestin Bouglé,
directeur de I’Ecole normale supérieure (possiblement pour soutenir la candidature de Lautman
comme répétiteur de philosophie mathématique a ’ENS en 1935), soit pour la Caisse nationale
des sciences, dont Lautman était boursier en 1935. Lexistence du Rapport a été découverte par
Fernando Zalamea aux Archives de I’ENS, et c’est Jacques Lautman qui a ensuite suivi et
retrouvé physiquement le manuscrit aux Archives nationales, Fonds ENS, Bouglé, Code 61A],
Carton 96. Des photos du Rapport prises par Jacques Lautman ont permis sa transcription
(due ici 2 Zalamea). Nous remercions vivement Jacques Lautman de nous permettre la publi-
cation de cet important Rapport. Pour une étude plus détaillée du Rapport, voir I’article de
Zalamea dans ce numéro.
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la construction du transfini cantorien en s’appuyant sur les itérations de la
conscience réfléchissant sur elle-méme.

Nous nous proposons, dans ce rapport, de présenter quelques consi-
dérations sur la notion d’existence en mathématiques en essayant de situer
le probleme sur un terrain légérement différent de celui de la discussion
traditionnelle entre formalistes et intuitionnistes. Il nous semble que c’est
encore considérer ’existence au sens de Pexpérience courante que de la
définir comme une construction effective d’ou serait éliminé I’infini. Tout le
monde sait la différence entre 100 thalers réels et 100 thalers congus, mais
le critére de ’existence mathématique est ailleurs. Nous essaierons, en nous
inspirant de la pensée constante de M. Brunschvicg, de la caractériser par la
connexion rationnelle du tout et de ses parties, et nous nous attacherons a
montrer la structure interne des édifices mathématiques plutot qu’a décerner
a certaines catégories comme les nombres un injustifiable primat. Nous
retrouverons ainsi a propos du probléme particulier des rapports du tout et
de ses parties la conception hilbertienne de la non-contradiction et tenons en
passant 2 indiquer combien la logique mathématique est féconde en consé-
quences philosophiques aux mains d’Hilbert, et combien elle parait jusqu’a
présent ingrate aux mains de ceux qui n’y ont vu qu’une grammaire.

Le point de vue le plus général duquel on puisse considérer Pexistence
mathématique est celui de ce que les mathématiciens appellent les théoremes
d’existence. Un théoréeme d’existence fait dépendre Pexistence et éventuelle-
ment le nombre de solutions d’un probléme déterminé de la présence, dans les
hypothéses de conditions nécessaires et suffisantes. Tres souvent, les condi-
tions nécessaires et suffisantes sont obtenues par la considération d’un sys-
téeme plus simple, adjoint au systéme a étudier. La discussion de ce systéme
adjoint montre en effet que le probléme posé n’est possible que dans certains
cas déterminés. Ces systémes adjoints s’appellent tant6t discriminant, tantdt
déterminant, tantdt équation résolvante, tantot équation caractéristique,
équation aux limites, etc. Il est facile de donner des exemples: une équation
de second degré n’a deux racines réelles et distinctes que si le discriminant
est positif, un systeme d’équations linéaires homogenes sans second membre
n’est résolu que si le déterminant est nul [sic], etc. Lorsque dans les données
du probléme interviennent des coefficients, des paramétres ou des fonctions
arbitraires, I’existence de la solution est parfois liée a certaines conditions
que doivent remplir ces paramétres ou ces fonctions: pour qu’une équation
différentielle linéaire a coefficients analytiques ait des solutions, il faut que
Porigine soit un pole d’ordre déterminé ou un point ordinaire pour les coef-
ficients de I’équation.

Il nous a paru intéressant de serrer de plus prés la relation qui unit
Pexistence de la solution a la réalisation des conditions nécessaires et suffi-
santes, pour voir dans les raisons de cette liaison logique une des racines de
la vérité mathématique. Nous ne prétendons pas que Pessai d’explication
que nous allons proposer puisse s’appliquer a toutes les mathématiques,



Rapport sur les travaux philosophiques entrepris par M. Lautman o 11

nous y voyons seulement un des principes fondamentaux que la critique
philosophique peut dégager de I’étude des théories mathématiques.

Dans toutes les questions que nous allons examiner, il va s’agir de
I’étude globale ou intégrale d’un domaine a partir d’éléments locaux ou
différentiels. Nous entendons par la soit le probléeme géométrique de la
reconstruction globale d’un espace a partir d’éléments différentiels de Pes-
pace, soit la détermination du domaine d’existence d’une fonction analy-
tique, qui peut étre également intégrale d’équation différentielle, a partir de
valeurs locales de cette fonction, soit étude d’une multiplicité algébrique
comme un groupe ou un corps a partir de transformations infinitésimales du
groupe ou d’éléments spéciaux du corps. La thése que nous allons soutenir
est la suivante: il est impossible de reconstituer globalement un tout a partir
d’éléments locaux si, dans les données locales, on ne tient pas compte des
exigences de structure du tout, et la détermination des conditions néces-
saires et suffisantes pour la résolution d’un probléme n’est le plus souvent
que lintroduction, dans les données locales, des garanties qui doivent
assurer a la solution une existence globale. Pexistence mathématique réside
bien ainsi dans la non-contradiction au sens d’Hilbert, et nous croyons sim-
plement que les conditions purement formelles de compatibilité appellent la
représentation « matérielle » que nous en proposons.

Nous voulons donc montrer que la construction d’un tout par un
cheminement progressif d’éléments locaux a éléments locaux n’est possible
que si des considérations globales sont déja impliquées dans les éléments
locaux. Lorsqu’on détermine un ensemble par Pindication d’une propriété
qui caractérise les éléments de I’ensemble ou, ce qui revient au méme, par
I’énumération des individus qui composent ensemble, il est contradictoire
de définir les éléments par la considération de la totalité a laquelle ils appar-
tiennent. Ceci est formellement interdit par Poincaré, et par Russell dans sa
théorie des types. Mais Russell et Whitehead avaient admis, poussés par des
exigences mathématiques, la possibilité de définir une propriété d’un étre
par la totalité des étres qui jouissent de cette propriété. Cet axiome de
réductibilité n’a jamais été démontré, bien qu’il paraisse a Russell extré-
mement probable. On lui reproche pourtant de réintroduire les définitions
non prédicatives. Nous allons essayer de montrer qu’il est impossible de ne
pas définir la partie par le tout auquel elle appartient et que ce processus
est parfaitement légitime, 4 condition d’employer d’autres procédés de
définition du tout que I’énumération des parties. On sait depuis longtemps
que le calcul de variations, qui n’est que la partie la plus ancienne du calcul
fonctionnel, améne a la détermination d’une fonction extrémale par la consi-
dération de la totalité des fonctions de la classe a laquelle appartient Pextré-
male cherchée. M. Hadamard n’a pas craint, au Congrés de mathématiques
de Bologne, de prononcer le mot de finalisme pour caractériser le calcul
fonctionnel. En donnant ainsi a finalisme le sens de point de vue global,
nous croyons que les dangers du finalisme mathématique proviennent de la
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définition énumérative, récurrente ou inductive des éléments d’une classe,
mais que s’il existe des procédés de définitions globales, axiomatiques, topo-
logiques ou autres, indépendantes de la nature des éléments particuliers,
Pintroduction de considérations globales dans la détermination des éléments
locaux est particuliérement légitime. Pour reprendre les idées de Hermann
Weyl nous opposerons a la conception classique de I’arithmétique, ou les
nombres sont engendrés les uns a partir des autres, par récurrence, la concep-
tion algébrique globale de ’anneau des nombres entiers ou du corps des
nombres rationnels.

Nous allons exposer d’abord, en nous inspirant le plus possible des
travaux de M. Cartan, comment la considération simultanée du point de
vue local et du point de vue global s’est imposée a la géométrie. Le X1x° siecle
avait vu formuler deux programmes opposés pour la généralisation de la
géométrie. Lun est celui de Klein, ’autre de Riemann. Klein se place au
point de vue global des espaces homogenes auxquels sont attachés les inva-
riants d’un groupe de transformations, Riemann caractérise les espaces par
les propriétés locales impliquées dans un élément différentiel. M. Cartan a
insisté sur la maniére dont les théories de la Relativité avaient accentué la
divergence entre les deux points de vue: la Relativité restreinte développe
une théorie kleinéenne de I’espace-temps ou les invariants sont ceux du
groupe de transformations de Lorentz, la Relativité généralisée définit un
[sic] chaque point les composantes de la courbure de I’espace en ce point. 1l
s’est trouvé que la conception riemanienne était plus riche que la conception
kleinéenne, puisqu’elle permettait ’étude d’espaces non homogénes, mais
les géomeétres modernes ont di compléter le point de vue de Riemann en
adjoignant aux problémes posés des considérations globales. Le probleme
suivant va en montrer les raisons. Etant donné un élément linéaire, 4 quelles
conditions doit-il satisfaire pour qu’il existe dans un voisinage infiniment
petit d’un point donné, un systéme de coordonnées conférant a I’espace dans
le voisinage étudié le ds?> donné? Ces conditions sont fournies par les équa-
tions de structure de M. Cartan qui donnent ainsi la structure d’une infinité
de morceaux d’espace infiniment petits, mais ne donnent aucun moyen
d’opérer le raccordement de ces voisinages les uns aux autres. Ce que I’on a
donc obtenu est moins un espace qu’une collection amorphe de morceaux
d’espace. Il n’existe aucun moyen de passer des coordonnées d’un point
dans un systéme de références aux coordonnées de ce point dans un systéme
de références éloigné du premier. En développant un cycle de cet espace sur
un espace euclidien, on ne revient pas au point de départ, I’espace n’est pas
fermé. On voit donc par cette absence de fermeture que pour pouvoir établir
en chaque point de cet espace un repérage qui puisse étre déduit par prolon-
gement du repérage en un autre point, il faut caractériser ’espace tout entier
par des propriétés topologiques globales comme la possibilité d’une corres-
pondance biunivoque et bicontinue avec un espace euclidien, ou comme la
possibilité de faire passer par deux points donnés d’une surface plongée dans
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cet espace, une seule géodésique. C’est en ce sens que M. Cartan peut écrire
que la résolution des équations différentielles de la théorie unitaire du champ
d’Einstein ne sera possible qu’en introduisant des hypothéses relatives a la
cosmogonie de "Univers pris comme un tout. Cette nécessité de considérer
a la fois le point de vue local et le point de vue global se traduit dans les
recherches récentes de ce que ’on appelle la Géométrie différentielle en
grand. Ces recherches portent sur les deux problémes réciproques suivants:
1) Etant donné une surface topologique, quelles sont les métriques que I’on
peut introduire localement sur cette surface? 2) Etant donné un petit mor-
ceau d’espace, quelles conséquences peut-on en conclure, relatives aux sur-
faces dans lequel [sic] il est plongeable (probléeme du prolongement) ? Voici
un résultat tout a fait caractéristique: étant donné un nombre K, il n’existe
qu’une surface d’un seul tenant qui admette la courbure locale K. Cette sur-
face est une sphére, un plan euclidien ou un plan hyperbolique selon qu’on
a K positif, négatif ou nul [sic]. Si nous considérons alors I’énoncé particu-
lier suivant: la condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément de sur-
face de courbure donnée K soit prolongeable en un plan, il faut que I’on ait
K = 0, nous voyons bien que les conditions nécessaires et suffisantes tradui-
sent les exigences de compatibilité du tout et de la partie.

Les rapports étroits qui existent entre I’analyse et la géométrie per-
mettent de comprendre que ’on doit retrouver dans la théorie des fonctions
les mémes probléemes de dépendance entre point de vue local et point de vue
global. On sait que si une fonction analytique est représentée par une série
de Taylor au voisinage d’un point ordinaire, cette série est convergente a
Pintérieur d’un cercle ayant pour centre le point en question, et il est pos-
sible, par le prolongement analytique de Weierstrass, de déterminer tout le
domaine ou la fonction est holomorphe. La fonction est donc caractérisée a
Pexception de ses singularités (ce qui est capital) par les coefficients de son
développement en série de Taylor dans le voisinage d’un point ordinaire
quelconque de son domaine d’existence. Les mathématiciens ont alors
démontré un grand nombre de théorémes qui permettent de déterminer en
quelque sorte «a I’avance » les cas ot le prolongement est possible.

Ces théoremes répondent aux questions suivantes: étant donné une
série de Taylor qui représente une fonction dans un certain domaine, quelles
conditions doivent remplir les coefficients de cette série pour que la fonction
soit prolongeable dans un domaine donné, qui comprend le premier domaine
élémentaire considéré? Quelles sont les relations entre les coefficients qui
permettent de déterminer les directions de répartition des singularités a
partir desquelles la fonction n’est plus prolongeable ? Cette détermination
des possibilités de prolongement par la seule considération des coefficients
et des conditions auxquelles ils doivent satisfaire nous montre comment les
propriétés des fonctions analytiques sont comme inscrites dans un élément
quelconque de son domaine d’existence. La solidarité du tout et de ses par-
ties qui s’exprime par les propriétés des coefficients est comme exigée par la
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notion d’analyticité d’une fonction. Il y a 1a quelque chose qui est spécifique
des fonctions de variable complexe, et il nous semble que ’existence mathé-
matique résulte de ce qu’il existe ainsi dans chacune des parties des mathé-
matiques des modes irréductibles les uns aux autres de solidarité de structure
du tout et de ses parties. Nous venons de voir cette solidarité naitre des pro-
priétés topologiques d’une surface, de I’analyticité d’une fonction, nous
allons maintenant donner deux exemples algébriques ou nous la verrons
naitre d’abord de la définition axiomatique d’un corps puis de la fonction
d’un ordre progressif a un ordre régressif.

Etant donné un sur-corps obtenu par un nombre fini d’extensions a
partir d’un corps primitif, on appelle base du sur-corps tout ensemble fini
d’éléments tels que tous les autres puissent étre obtenus par des combinai-
sons linéaires [sic] des éléments de la base. Le probleme de la recherche
d’une base est donc celui du nombre maximum d’éléments linéairement
indépendants du corps. Or une propriété de maximum est, comme nous
PPavons vu plus haut a propos du calcul des variations, une propriété glo-
bale, et cette propriété globale se traduit, comme dans tous les problémes ou
interviennent des équations linéaires, par le fait que le déterminant d’un
certain systéeme d’équations linéaires est différent de zéro. Les nombres de la
base sous-tendent ainsi le corps et forment comme la charpente de tout I’édi-
fice. Leur définition n’est possible que par référence au corps tout entier
dont ils font partie, et cela est légitime parce qu’un corps est défini non par
ses éléments, mais par les opérations qu’il est possible d’effectuer sur ses
éléments.

Notre dernier exemple est emprunté a la théorie de Galois. Etant
donné un corps initial K et un polynéme de degré 7 sur K soient L, L,, L
les sur-corps obtenus par adjonction successive au corps K d’une racine de
polynéme, le sur-corps L contenant toutes les racines du polynéme n’est
plus susceptible d’extension, il est dit complet par rapport a ce polynéme.
On fait alors correspondre a chacun des corps K L, L, ... L le groupe des
permutations des racines inconnues. Au corps K correspond le groupe
d’ordre 7; au fur et 3 mesure que ’on monte d’un corps a une extension de
ce corps lincertitude relative aux racines disparait, et le groupe correspon-
dant est chaque fois d’ordre inférieur. Au corps complet L correspond le
groupe qui ne contient qu'un élément de la transformation identique.
Puisqu’a chaque montée dans I’échelle des corps correspond une descente
dans celle des groupes, chaque extension progressive rapproche du but, et
’on sait a chaque fois le nombre de celles qu’il reste a effectuer. Les démar-
ches progressives prennent donc leur sens de ce qu’elles tendent vers un but
connu a I’avance. La juxtaposition d’un ordre ascendant et d’un ordre des-
cendant a été Pinstrument de ce merveilleux accord logique. Il y a bien appa-
rence de finalisme, mais intégralement explicable en liaisons rationnelles.

Nous nous proposons d’appliquer également aux théories physi-
ques les considérations qui précédent relativement a la structure d’un tout et
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de ses parties. La notion de systeme physique est en effet une notion globale
que Pon définit grice aux intégrales premiéres et aux invariants intégraux
d’un systéme d’équations différentielles. Ce sont ces recherches que nous
voudrions poursuivre pour les explorer plus tard dans notre thése.



